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Introduction

Les travaux de ce mémoire s’inscrit dans le cadre de ’analyse non linéaire spécialement
destinée aux classes des applications multilinéaires et les polyndémes m-homogenes entre
les espaces de Banach, ce cadre fait encore I'objet du recherche par plusieurs, auteurs tels
Alencar, Botelho, Cilia, Matos, Pellegrino, Pietsch, Villaneuva, ... etc.

Les études profondément des classes des applications non linéaires premierement apparu
sans 1’utilisation de produit tensoriel, le produit tensoriel a été utilisé pour la premiére fois
dans le travail de Murray et Jhon von Neumann sur les espaces de Hilbert.

Il est remarquable que le transfére des propriétés linéaires vers des propriétés non linéaires
n’est pas une tache évidente, encore compliqué lorsque on travaile avec les polyndémes m-
homogeénes. Dans ce travail on introduit le concept des polyndémes m-homogene. Nous
avons donner des outiles de base du produit tensoriel, et nous avons présenté les polynémes
m-homogeénes intégrales et la linéarisation des polyndémes m-homogeénes intégrales.

Ce travail est organisé en trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, on a présenté des définitions et des résultats de base sur les
application m-linéaires et les polynéomes m-homogenes.

Dans le deuxieme chapitre, on a concentré sur la théorie du produit tensoriel, o on a
donné des définitions et des propositions, ainsi, on a défini la norme projective et la norme
injective, de plus le théoréme de linéarisation des applications m-linéaires et les polynémes
m-homogeénes.

Le troisieme chapitre a été consacré pour les applications multilinéaires intégrales et
les polyndémes m-homogeénes intégrales et la linéarisation des polynémes m-homogeénes inté-

grales.



Chapitre 1

Les applications multilinéaires et les

polynémes m-homogeénes

Dans ce chapitre, on donne un préliminaire sur les applications multilinéaires et les polynémes

m-homogeénes.

1.1 Les applications multilinéaires continues

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un méme corps K (K: = R ou C), soit 7" une

application de X dans Y. On dit que T est linéaire, pour tout z,y € X et A € K,on a
T(x+Xy) =T (x)+ T (y)

on note par L(X,Y’) 'ensemble des applications linéaire de X dans Y.
Une application linéaire 7' : X — Y est dit continue si, et seulement si, il existe une
constante C' > 0 telle que
Vo e X ||T @) < Cal (1.1)

on note par L£(X,Y) Pensemble des applications linéaire continue de X dans Y, muni du
norme vérifie le plus petite constante C de I'inégalité (1.1). Pour Y = K, on écrit £(X,K) =
L(X) = X* le dual topologique de X.

La boule d’unité fermée de X sera noté Bx.



1.1. Les applications multilinéaires continues

Soient m € Net X; (1 <j <m),Y des espaces normés sur K. On considérer le produit

cartésien

X1 x oo x Xy ={(x1,...,xp) 175 € Xj5V1 < j <m},
qui est un espace normé muni du norme
||<x1,...,xm)|| D= max{H:Ej” sl e X;V1 <5< m}.

Définition 1.1.1 L’application T: X1 X ... x X,, = Y est dite multilinéaire ou m-linéaire,

si pour tout | b € X; et o, B € K, avec j =1,...,m, on a
T (ml, ad + Y, ,xm) =aT (ml, L a, ,xm) + BT (xl,...,bj, ,xm) .

On note par L(Xy, ..., X;n; Y) Uensemble des applications multilinéaire de X1 X ... X X,,, dans

Y. Pour Y =K, T est dite forme multilinéaire.
Remarque 1.1.1 Défnissons les opérations,
(1) (S+T)(t,...;a™) = Sz, ..., 2™) + T(zt, ...,2™)

(2) (AT)(z!,...,2™) = \T'(at,...,2™)

pour tout (z',...,2™) € X; x..x X, et S, T € L(X1,..., X;n;Y), A € K. Ce qui donné
a L(Xy, ..., X;n; YY) a une structure d’espace vectoriel. SiY =K, on ecrit L(Xq, ..., X,n)
,etsi X =X, =---=X,,, onecrit L("X;Y).

Proposition 1.1.1 [2]| Soit X1, ..., X,,, Y des espaces normés. Pour toutT € L(Xy,...,X;m;Y)

, les affirmations suivantes sont équivalentes

(1) T est continue
(2) T est continue en (0, ...,0)

(3) ||T (2%, ...,2™)|| est borné sur le produit des boules unitées:

[ , < Lo e, <1



1.1. Les applications multilinéaires continues

(4) Ils existe une constante C' > 0 telle que
I7 (@) | < C ) o™
pour tout 27 € X; (1 <j<m).

Pour la dimonstration voir [2].

Pour chaque m € N, on note I’ensemble des applications multilinéaires continues de
X1 X ... x X,,, dans Y par L£(X3,...,X,,;Y). SiY = K, on écrit L(X}, ..., X,), et pour
simplification si X = X; = --- = X, on écrit L(™X;Y). Si m = 1 c’est 'ensemble des

applications linéaire continue.

Proposition 1.1.2 Soient m € N, X1,..., X,,, et Y sont des espaces normés sur K, alors

Uapplication ||.|| : L(X1,..., X;n;Y) — Ry définie par:

T = sup |7 (", ....a™)| (1.1.1)

]|, <1, j=1,..m
est une normé.

Ou L(X1, ..., X;n;Y) est un espace normé avec la norme définie dans 1.1.1.

Proposition 1.1.3 Soient m € N, Xy,..., X,, sont des espaces normés sur K, et Y est
un espace de Banach, Uespace vectoriel L(X1, ..., Xm;Y) est un espace de Banach muni du
norme ||T||, donne par

17l =sup [ T(z",....2™)]|

@75, <1, j=1,0.m

=inf{C >0,[T (', ....a™)| < C "] - =™}

Théoréme 1.1.1 Soient m € N, Xy, ..., X,, et Y sont des espaces de Banach, ’application
T e L(Xy,.... X,;Y) est continue si, est seulement si, T est continue pour chaque variable

de X1 X ... x X,

Corollaire 1.1.1 Si les espaces Xy, ..., X,, sont des dimensions finies, alors toute T €

L(Xy, ..., X:n;Y) est continue, i.e., L(Xy, ... X;n; V) = L(X1, ..., X;m; Y).



1.1. Les applications multilinéaires continues

Applications m—linéaire symétrique
Pour chaque m € N*| on note I’ensemble S,, de toutes les permutations de {1,...,m} ,

c’est-a-dire 'ensemble des bijections o: {1,...,m} — {1,...,m}.

Définition 1.1.2 Soient m € N* et X,Y deux espaces vectoriels sur K. Une application

multilinéaire continue T: X x ... x X —'Y | est dite symétrique si

T(l’l, ceey l’m) = T(I‘U(l), ceey ZL‘U(m))

pour tout z!,....2™ € X, et toute permutation o € S,,. On note L,(™X;Y) l'espace
des applications multilinéaires continues symétriques, lequel est un sous-espace vectoriel de
L(MX;Y).

Si on fait toutes les permutations possibles on peut associer & T' € L(™X;Y) une ap-
plication symétrique Ts € L,(™X;Y) cet application Ty s’appelle 'application symétrie de
T.

Proposition 1.1.4 [1] Pour chaque application T € L(™X;Y), On associe 'application
symétrique Ty de T défini par

m 1
TS(ZEI, oy L ) = % Z T(C(]J(l), ...,:Eg(m)).
gESm
Les propriétés suivantes sont satisfaites:
(1) Ty € L("XY).

(2) T, =T si, et seulement si, T € L,(™X;Y).

(4) Popérateur R: L("™X;Y) — L(™X;Y), définé par R (T') = T est linéair.
(5) Siz € X, alors T'(z, ™, 2) = Ty(x, ™, x).

Pour la dimonstration voir [1].
Le lemme suivant montre la formule de polarisation appliquée pour I'application multi-

linéaire. Pour plus de détails, voir [8].



1.1. Les applications multilinéaires continues

Lemme 1.1.1 (Formule de Polarisation) Soit X, Y des espaces vectoriels et T € L(MX;Y).
Alors

1 o o
T (xt,...,2™) = o Z €1...€m1 (:po + Zsjmj + .o+ 20+ Zij3>
) €j::t1 j=1 j=1

pour tout 2%, 2!, ..., 2™ € X. En particulier, si 7" est symétrique, il est déterminé par ses
valeurs T'(x, ..., z), x € X, le long de la diagonale.
Preuve. Pour la prouver on utilise cette égalité

1<i;<n;
7j=1,....m

pour tout n; € N, afj e K, et xf] € Xj,oui;=1,...n5et j=1,...,m. On obtient :

Pour plus de commodité, nous mettons g = 1

1 m m
W Z 81...€mT (l’o + ZEJ'I]‘ + ...+ ZCO + ZE‘:J‘CE’J‘)
=41 j=0 j=0

1
- ml2m Z £10Em Z Ejr-Ejm | T (g1 s Tjin)

E]:il J177]m€{077m}

1
- ml2m Z Z €1--EmEjy -, T<xj1=“'7‘rjm)'

Silyake{0,..,m}~{j, ...} puis

Z €1 EmEjy---Ejp, Z Ejp-- gjmngj Z 8‘71 €ij6]

gj==%1 €=
j:]l ..... m j;ék ]#k ]]7ék

= 0.

Il s’ensuit que

1
m'2m Z Z €1...€m€j1...€jm T(le,...,xjm)

jlv---vjme{ov---;m} '€j1::|:1

1
T oml2m > (eh) T (2o(1)s s To(m)

gj=%x1

= 'ZT xo-(l ( )) :TS(CEl,...,ZL‘m).

gESm



1.2. Les polynémes m-homogénes

Ou S, est 'ensemble des permutations de {1,...,m}. m

1.2 Les polyndmes m-homogénes

Définition 1.2.1 Soient m € N et X, Y deux espaces normés. Une application P : X — Y
est dite polynéme m-homogéne ou polynome homogéne de degré m, s’il existe une application
multilinéaire T € L("X;Y), tel que P(x) = T(x,™, 2) pour tout x € X. Dans ce cas, on

dit que P est le polyndome m-homogéne associée par l’application multilinéaire T.

On note par P(X;Y') l'espace de tous les polynémes m-homogenes de X dans Y.
SiY = K,on écrit P(X;Y) = P(X).

Exemple 1.2.1 L’application P : K™ — K, définie par P(z) = az™, o € K, est un
polynéme m-homogéne. On prend lapplication T € L(™K) donnée par T(z!,...,a™) =
axl..a™ donc on a P(x) = T(z,...,a™) ( notez que ce sont les seuls polynémes m- ho-
mogénes de K™ dans K).

SiTelL(mX)etal,..,2™me X ona

T(x',...,2™) =2'.. 2™T(1,..,1) = ax'..2™ (1.2.1)

Pour définir les polyndémes m-homogénes, nous utilisons 'intégration naturelle appelée

polynome canonique de X dans X x (™) x X, on a le diagramme commutatif suivant

X x ™M x X
| T

X

v/ l3'>

Y

ou



1.2. Les polynémes m-homogénes

Le polynéme m-homogeéne P : X — Y est dit continu si, et seulement si, il existe une
constante C' > 0 telle que
Ve e X P (x)] < Cllzf,

on note par P("X;Y) l'espace de tous les polyndmes m-homogenes continues de X dans
Y, définie par.
SiY =K, on écrit P("X;Y) = P(™X), de plus si m = 1, on écrit P(*X;Y) = L(X;Y).

Proposition 1.2.1 [7] Pour chaque P € P(™X;Y), il existe un unique application multi-
linéaire symétrique Pe L(mX;Y), tel que P(z) = 16(:5, (M) 2), pour tout x € X, et on a

les inégalités suivantes:
m

~.om
I P i<l B i< ™) P (12
Preuve. Soit P € P(™X;Y). Par définition, il existe 7' € L(™X;Y) tel que P(z) =
T(x,™, 2) pour tous € X. On définie T, par
m 1 g a(m
T (2, ..., 2™) = p- Z T(z°W, ... z7(m),
0ESm

alors
1
T, (z, (™) = — E T(x. (M) — — )T (. (m) — (. (m)
(x7 Y ':C) m (I‘? ) x) m (SU? Y x) (:’U7 ’ x)
& Ty(z,™, z) = P(z),

il suffit de prendre P = T,.

Pour l'unicité de P. Si une application multilinéaire symétrique hy, € L(MX;Y) tel
que P(z) = hy(x, ™), x), pour chaque 2 € X, alors ]3(35, M) ) = hy(z, ™, 2) pour chaque
r € X et par la formule la polarisation nous concluons que P = hs.

Pour tout z € X avec || z ||[< 1, on a
I PC) <[] Pl = |"<I[ P

done, || P <[] P |-
Soit 1, ..., 2, € X, avec || x; ||[< 1. En utilisant la formule de polarisation avec z° = 0,

on a

~ 1
| P(zt, ..., a™) ||< — o d e emPle + . +ena™) |
T og=41



1.2. Les polynémes m-homogénes

pour € = +1, on a

| eroemP(erat + o+ epa™) ||<|| P ||| 12t + ... + 1™ |™

< [Pt || At 2™ )™
< [[Pm™
alors,
~ mm mm
Pl ...a™ < —— || PlI< — || P
| B < e | Pl T | P
donc
~ m™m
1 Pl< 2Py
m!
[ ]

Proposition 1.2.2 [4] Soient X,Y deux espaces normés, T € Ly("X;Y) et P € P("X;Y).
Les afirmations suivantes sont equivalentes:
(1) Ts € L("X;Y).
(2) PeP("X;Y).
(3) P est continu en 0.
(4) 1l existe une constante C' > 0 telle que ||P(z)|| < C'||z||™ pour tout z € X.
() 1P[l = sup{|[P(z)] : x € X, [Jz]] <1} < o0.

Preuve. (1) = (2). Soit T € L;(™X;Y),ona P =To A, ou A, : X — X™ définie
par A,, (z) = (z,™, z). Comme A,, et T sont continues, alors P est continu.

(2) = (3) Si P est continu,en particulier, P est continu en 0.

(3) = (4) Si P est continu en 0, alors, on donne ¢ = 1 il existe § > 0 tel que, pour tout

x€ X avec ||z ||<d,ona | P(x) ||§5.Sim7é0,01‘1||‘5—$||:5,0na

|||

ox

Il ]

I P—) [I< 1.

Donc, pour tout x # 0, on a

m 1 m
I P(2) < Cllz [, avec €= (5)



1.2. Les polynémes m-homogénes

Si z = 0, I'inégalité reste valable.

(4) = (5) Clair .

(5) = (1) Si || P ||< oo, alors par la proposition (1.2.1), on a || P ||< 2| P |< oo,
tel que P =T, € Ly("X;Y), alors || T, ||< oo, donc T}, € L,("X:Y). m

Proposition 1.2.3 Soient X,Y deux espaces normés et P € P("X;Y'). Alors
| P |l=sup{|| P(z) [|: 2 € X™ || z [|< 1};
est une norme sur P("™X;Y).

Preuve. (a) Premierment, on note que, si P € P("X;Y), alors par la proposition 1.2.2

| P ||< oco. Donc Iapplication:
. : P("X;Y) — R

est bien définie.
Si Pe P("™X;Y), alors:
| P ||= 0si, et seulment sisup {|| P(z) ||: z € X™, || = ||[< 1} = 0. Mais comme ’ensemble

{|| P(z) ||: x € X™, || = ||[< 1} composé de nombres réels positifs, il en résulte que

sup{|| P(z) [|: z € X™ || = ||I< 1} 0<=| P(z) ||=0, pour z € X,et ||z ||< 1

<= P(x)=0, pourze X, et|z|<1
= P(ﬁ) =0, pour y € X \ {0}
< P(y)=0, pour y € X

— P=0.

Donc || P ||= 0 si, et seulment si P = 0.

(b) Soit A € K, pour tout = € X, on a

I AP ||=sup {[| AP(z) |- 2 € X™, || & |< 1}
= sup {[ A[[| P(2) [|: x € X™, [| w [|< 1}

= | Alsup{[| P(z) [|: € X™, || 2 [[< 1}

= [ AP

10



1.2. Les polynémes m-homogénes

(c) Soit P, P' € P("X;Y).

I P+ P |=sup{|| (P+ P)(z) [l: v € X" || & |< 1}
sup {[| P(z) + P'(z) [|: = € X™, || z < 1}

< sup{[| P(x) | + | P/(2) [ o € X™ | 2 [|< 1}
< sup{[| P(x) |-z € X", || 2 [|< 1} +sup{|| P'(z) ||: x € X [| x| < 1}
< P+ IP
Donc de (a), (b) et (c) sont vérifiés. Ce qui implique que || . || p¢mx;y) est une norme sur
PMX;Y) m

Proposition 1.2.4 [1] Soient X et Y deux espaces normés. L’application ¢ définie par

o: L("X;Y) = P("XY),

est une isomorphisme.

Preuve. D’aprés la proposition 1.2.2, 'application ¢ est bien définie.
On vérifier que @ est linéaire.

Soit T1, Ty € L(™X;Y) et A € K. Alors pour tout x € X,

P+ XT)(@) = (T3 +AD)(x)
= (Ty 4+ \T) (z, O, )
= Ti(x, " 2) + A\Ty(z, ™, x)
= Ti(z) + \Ty(z)
= p(T)(x) + Ap(T2)(x),
donc ¢ est linéaires.
Maintenant, il suffit de vérifer que ¢ est bijective.
En effet, si P € P("X;Y), par définition, il existe 7' € L("X;Y) tel que P (z) =
T(x,™ 2). En effet,

1
T8<l’17"'7$m) - _' E 7_7(.@0(1)7__.’:L'o—('rn))7
m

"oESm

11



1.2. Les polynémes m-homogénes

Alors, par la proposition 1.1.4, Ty € L (™X;Y) et Ty(z, ", z) = T(z, ™, z) = P (x).
Donc I’application ¢ est surjective.
D’outre part, si T' € L,(™X;Y) et T =0, alors T(x,™ 2) =0, pour tout x € X.donc,
par la formule de polirisation:
T,(z',...,2™) = # Z €1...EmI (xU + Zgjxj + .+ + Zgjxj> =0,
ej=+1 j=1 j=1
pour tout 2°,....,2™ € X. Donc T = 0, donc l'application ¢ est injective.

Nous concluons que ¢ est une isomorphisme. m

Proposition 1.2.5 Soient m € N, X un espace normé et Y un espace de Banach. L’espace

P(™X;Y) est un espace de Banach.

Preuve. Comme L,("X;Y) est isomorphe a P(™X;Y), alors si L;(" X;Y") est Banach,
alors P("X;Y') est Banach.

Dang, il suffit de montrer que L4(™X;Y") est un espace de Banach.

On a L(™X;Y) est Banach, et L,(™X;Y) C L(™X;Y), donc il suffit de montre que
Ls(™X;Y) est fermé.

Soit T € L,(mX;Y), alors il existe une suite (7},)2, € L,(™X;Y), tel que lim T}, = T.

n—oo
On a
| Tu(at, oy a™) = T(at, o a™) [|=] (T = T) (@t oo ™) [ T =T [ 2 [ oo ] 2™ |,
pour tout z!,...,2™ € X. Si n — oo en inégalité ci-dessus, on a

lim T, (2", ...,2™) = T(a*, ..., 2™)

n—oo
pour tout z',... 2™ € X. Comme T;,, € L,(™X;Y) pour tout n € N, alors, pour tout

permutation o € S,,, on a

Tn(Il, ,:L‘m) = Tn<$g(1), ...,Ia(m)) — T(ZL‘U(l), ...,l’g(m)).

Alors

T(xz',....,2™) = im T, (2", ...,2™) = lim To(To(1)s s Tom)) = T(To(1)s s Tom))-

Donc T' € L,(™X;Y).

Donc L,(™X;Y) est fermé, nous concluons que P(™X;Y) est un espace de Banach. =

12



Chapitre 2

Le produit tensoriel

Dans le cadre de la théorie des applications multilinéaires, la théorie du produit tensoriel est
un outil nécessaire, car il fournit une description simple du facon dont ces application agis-
sent sur les produits des espaces de Banach, et aussi parce qu’il permet la représentation des
espaces dual des applications multilinéaires. Plus concrétement, nous pouvons comprendre

comment fonctionne comme outil.

2.1 Le produit tensoriel

Produit tensoriel d’ordre deux

Soit X7, X5 deux espaces vectoriel. Un élément u du produit tensoriel X; ® X5 a la forme
n
u = Zx} ® a2 pour tout n € N*, (z7)7_, € X; et (27);_, € X», avec cette représentation
i=1
n’est pas unique.

Soit Y un troisieme espace vectoriel. Pour chaque la forme bilinéaire 7' : X; x Xy — Y,

il existe une application linéaire unique 77, : X7 ® Xy — Y telle que
Ty, (xl ® IEQ) =T (xl,x2) , pour tout z' € X et 2% € X,.

Donc le produit tensoriel définit comme une forme linéaire sur espace £(X7, X5).
Produit tensoriel d’ordre m

Soient m € N, et X, ..., X,,,; Y des espaces vectoriels, on considérer le dual algébrique

L(X1, ..., X;n)* de Vespace L( X7, ..., X,,), tel que

L(X1, . X)) ={p: L(Xy, ..., X;n) — K; ¢ est une fonctionnelle linéaire} .

13



2.1. Le produit tensoriel

Le produit tensoriel des espaces X1, ..., X,, est construit a partir des éléments de I’espace
L(X1,..., X0n)"
Soit z' € X4, ...,2™ € X,,, on définie

'R @a™: L(X, ., X)) — K

par

x1®...®xm(gp):gp(:cl,...,xm),

ou ¢ est une forme m-linéaire: ¢ : L(X7,..., X,,) — K, et le fonctionnelle 2! @ -+ ® x™
s’appelle un élément tensoriel.

On pose 'ensemble D formé par tous ces éléments tensoriels,
D={z'® -@am:2' € Xyi,..,am € X;, } C L(X1, ..., Xo)".

Définition 2.1.1 Le sous-espace vectoriel de L( X7, ..., X,,)* engendré par D est dit produit
tensoreil des espaces X1, ..., X,,, et noté par X1 ®---® X,,, ainsi que les éléments de espace

X1 ®---® X, s’appelés tenseurs, et sont écrits sous la forme

u:i)\im}@---@)w
=1

tels quen € N, xf €eX;, (M) eK, j=1,..,m, eti=1,...,n. Cette représentation de u n’est

pas unique.

Siue X;®---® X, et ¢ une forme multilinéaire sur X; x ... x X,,, alors,

<¢,ZM® > Zm L.

La valeur de cette expression est indépendante du choix de u.
Par définition, le produit tensoriel X; ® --- ® X,,, est un espace vectoiel sur K. Alors,
on peut voir dans la proposition suivante quelque propriéties algébrique sur les tenseurs

élémentaires.

Proposition 2.1.1 [3]Soient X, ..., X,, des espaces vectoriels, x;,y; € X;, pour tout j =
1,....m, et A € K alors:

14



2.2. La norme projective

M- 0@+y)e - ®1"='® - /®-- - @zs"+2'® - QY ®---Qa™
(2) /\(x1®"'®xj®"'®$m):Jil®---®()\gjj)®...®xm
B)2'® - ®0®- - ®@a™=0.

D’aprés la propriété (2) du proposition précédente, nous déduisons:

n
un élément u € X1 ® --- ® X,,, tel que u = Z)\lle ® - @ ", peut étre écrit sous la
i=1

n
u= g Ti® - Qa,
i=1

forme

Remarque 2.1.1 (1) Si dim X; < oo pour tout j = 1,..,m alors dim (X; ® --- ® X,;,) =

j=1

(2) Pour tout u € X1 ® -+ ® X, u # 0, il existe un plus petit entier n € N pour qui u

admet une représentation de n termes, telle que
n
usz}@--%@xT.
i=1

Et en plus, on a x{, ...,z sont linéairement indépendant dans X;, Vj = 1,..,m, 'entier

n s’appelle le rang de u. Pour approfondir plus voir [10].

Proposition 2.1.2 St u = szl Q- Q"€ X1® - ®X,, alors u =0 si et seulement
i=1

Si Z¢1(1‘})¢m($;“) =0, pour tout ¢; € X5,j =1,..,m.
i—1

Pour la dimonstration voir [10].

Proposition 2.1.3 [3] Pour tout espaces vectoriels X1, ..., X;n, on a Uinclusion

Xi®--®X,, C L(X],...,X).

2.2 La norme projective

Lemme 2.2.1 [12] Soit X un espace normé. On note par le dual topologique X' est un

sous-ensemble du dual topologique X* qui sépare les points de X.
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2.2. La norme projective

Proposition 2.2.1 Soient m € N et Xy,...,X,,, Y des espaces vectoriels normés sur K,
pour chaque u € X1 ® -+ ® X,,, nous définissons le nombre réel positif
7(u) = inf {ZH Hx‘zH}
i=1j=1

ot l'infimum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme
n
u= E Ti® - Qa
i=1

Alors m est une norme tensorielle sur l’espace X,1®---@X,, et en plus on aw(z'®- - -@z™) =

el

[l e

Preuve. (1) Premierment, on montre que ngl (z})...0,, (") indépendante de représen-
i=1
tation de u € X; ® - - - ® X,,,, pour tout ¢, € Xi, ey P, € X,'n.

Soit u € X7 ® -+ ® X,,,, supposons que u a deux représentations de la forme

u=)Y 7@ - @a'=> ylo @y
i=1 i=1

Pour tout application m-linéaire T € L( Xy, ..., X,»),

n

i=1 =1

(2

= (7) (ixi@@x?)
= (7) (Zy3®-~®y§”>
= ZT(yf,---,y?‘)-

En particulier, soient ¢, € X{, ey P, € X;n, et on considére I'application T m-linéaire

est de type finie:

T Xix..xX,, — K

(2, .., 2™) — T (z',...,2™) = p,(z")...o, (™).

16



2.2. La norme projective

Alors:
Z‘Pl(mg) o Som(x:n) = ZT(:Cil’ sy x?)
i=1 i=1
= ZT(yil,...,ylm).
i=1

= Z%(yi)---wm(y?)-

)

Donc ngl(x})cpm(xm) indépendante de la représentation de u.
i=1

Maintenant, on montre que w(u) =0 = u =0, pour tout u € X; ® --- @ X,,.

Supposons que 7(u) = 0, dans ce cas, pour tout € > 0, par la définition de 7(u), il existe

une représentation Zajll ® - @z de u, tel que

=1
n
0< > ||t =il < e.
=1

Alors, pour tout ¢, € Xi, ey P € X;n

Sl ou)| < Dl )

IN

2l i - lomll 2]
=1

= el Mol ) zi©---@af
i=1
< el llemlle
Donc,

0< < leall - llpmll e

Z%(-’f?)---wm(m?)

n

D’apres ce que nous avons prouvé au début, la valeur de la somme ngl (y})...0,, (y™) est

=1
n

indépendante de la représentation de u, donc si € — 0, on obtient, ngl(le)gom(xzn) =0.

i=1
On sait que, Xj'- est un sous-ensemble de X7, j = 0,...,m. Donc Z(pl(:cll)gom(:c;”) =0,

i=1
pour tout ¢; appartenant a un sous-ensemble de X 7.
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2.2. La norme projective

Donc par la proposition 2.1.2, nous concluons que v = 0. Si u = 0, il est clair que
m(u) = 0.

(2) On montre que 7(Au) = |A|u, pour tout A€ Ket u e X; ®---® X,,.

Pégalité est satisfaite pour A = 0. Supposons que A # 0. Si u = Zm} ® - @z est une

=1
n

répresentation de u, alors A\u = Z (Az}) ® -+ - @ x!", et donner
i=1

n
lzl
= D Il ] -l
i=1
n
= D il N2l
i=1

Donc,

’/T()\U) - 1 m

Comme cette derniere inégalité est satisfaite pour toute représentation de u, en prenant

I'infimum sur ces représentations, il est obtenu, ﬂ(ﬁ\‘f) < m(u), c’est-a-dire, m(Au) < |A|7(u).

D’autre part,

m(u) = 7(A Au) < AT 7(Aw).

Alors, |A| 7(u) < w(Au). Donc w(Au) = |A|7(u), pour tout A€ Ket u € X1 ® - ® X,
(3) Finalement, on montre que m(u+ v) < 7(u) 4+ 7(v), pour tout u,v € X7 ® - - - ® X,.,.

Soient € > 0 et u,v € X; ® --- ® X,,. Par la définition nous pouvons de choisir des

n k
représentations u = Zx} R Qretv= Zy]l ® - @y, tels que
i—1 =1

Sollatll el < wu) + 5 et
=1

k
Sollet] el < w) + 5,
j=1

18



2.2. La norme projective

n k
Comme Zx} Q- @y +Zy]1- ® -+ ®y;" est une représentation de u + v, alors
i=1 j=1

n k
m(u+v) < Z [z} .- [l ]|+ Z [z} - 2] < 7(u) + 7 (v) +e.

Si € — 0, on obtient, m(u + v) < w(u) + m(v), pour tout u,v € X1 & --- ® X,,.
Dong, de (1), (2) et (3) 7 est une norme tensorielle sur 'espace X; ® - -+ @ X,,.
On montre maintenant que 7(z!' ® - -- ® 2™) = ||z}| ... |2 .

Soient 27 € X, j =1,...,m, il est clair que (2! @ --- @ 2™) < ||zl ... [|2™] .
On choisir ¢, € Bxr, ..., ¢, € Bx: , tels que @, (2/) = [|[27]|, j = 1,...,m.

On considére la forme m-linéaire de type finie

S: Xix..xX, — K

(2, .., 2™) — S(z'....2™) =g (@)..pp(@™).

Alors, il existe une unique forme linéaire S, € L(X; ® --- ® X,;,), tel que S = Sp o gy,

Soitu=>» al®@ - @17 €X;® @ X,
=1

1S, (u)] = &(éx}@-@x?)‘
= i&(m}@---@xﬁ)
i}SL(mil@m@x;”)}
_ g}S(:ﬂl,...,xmﬂ

= 2l o)

n
= S |la | e -
=1

On prend l'infimum sur toutes les représentations de u, on conclure que |Sy (u)| < mw(u),

IA

pour tout u € X; ® --- ® X,,.
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2.2. La norme projective

En particulier, pour 7] @ - - @ 2" € X; ® -+ @ X,,,.

lill - Nl = [l ]| =l
= |pi(@h) - 9, (2™)|
= 1Sz, ... a™)|
= |SL (e} ®- - @a])]
< m(zf®-- @)
Donc, 7(z! @ -+~ ® 2™) = ||| ... |z . =

La norme 7 s’apeleé la norme projective, et 'espace X1 ®, - - - @, X,, est I'espace de pro-
duit tenseriel des espaces X7, ..., X, muni de la norme 7, cet espace en général n’est pas com-
plet, alors on note par X,®, - ®,X,, son complété. L’espace de Banach Xi®, -8, X,,
s’appeler le produit tensoriel projectif des espaces Xi, ..., X,,,. Pour plus de détails voir [1]
et [10].

Proposition 2.2.2 [3] Si tous les espaces vectoriels X, ..., X, sont des dimensions finies,

alors X1 ®---® X,, est un espace a dimensions finies. De plus, si X1, ..., X,, sont normés,

alors X1®y - - @, X, est complet.

La linéarisation des applications m-linéaires continues

Maintenant pouvons-nous, en quelque sorte, linéariser les applications multilinéaires.
Autrement dit existe-t-il un espace vectoriel E tel que L (FE;Y’) coincide avec l'espace
L(X1,..., Xm;Y) (existe-t-il un isomorphisme entre les deux espaces) le théoréme suivant

nous donne la réponse.

Théoréme 2.2.1 [10] Soient X, ..., X,,,, Y des espaces de Banach. SiT : X1x..x X, =Y
une application multilinéaire continue, alors, il existe un unique application linéaire continue
Ty, definie sur X1®y - @:X,m dans Y vérifier
Tzt ®- - @a™) =T(2', ..., 2™)
pour tout 7 € X, et tout j = 1,...,m, avec, le diagramme suivant est comutative
Xi XXXy 5 Y
N T

Om

Xl®7‘r e ®77Xm
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2.3. La norme injective

avec o, est Uapplication canonique definie X1 X ... X Xy, dans X1®y - - - @ Xom par:
Om (xl, ,xm) =r'®- 01"

Autrement dit: T = T}, o 0,,.

La correspondance T' «— T}, est une isomorphisme isométrique entre I’espace de Banach
L(X1, ., X Y) et L(X1®y - ®xXm;Y). De plus application T}, s’appelle linéarisation
de T.

Le théoréeme précédent donne I'identification
LOX1, o X} YV) = L(X1®r - @p X3 Y).

SiY =K, le dual de (X1<§>,r ce @WXm) est identifié a I'espace des formes multilinéaires
bornées.

(X1®r - @ X)) = L(X1, s Xm).

Avec cette identification, ’action d’une forme continue 7', comme fonction linéaire con-

tinue sur X;®, - - ®,X,, est donné par

n n

1 m 1 m
g Q- QT E T(xi,...,xi)
i=1 i=1

cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective,

m(u) = sup{[(u, T)|, T" € L{X3, ..., Xpn), I T] < 1}.

2.3 La norme injective

Par proposition 2.1.3 les éléments de X; ® --- ® X,, peuvent étre vus comme des formes

multilinéaire sur le produit X; x ... x X des espaces c’est-a-dire de dual. Avec chaque

u= Zx} ®---@a"e X;®---®X,,. Avec peut associer une forme multilinéaire continue

i=1
T, sur X] x ... x X donné par

=1
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

Il est clair que T;, est continu et nous avons donc une incorporation canonique de X; ®---®

X, dans L(X7, ..., X)) et nous avons

n

> 01 (i) by, (2]

=1

1Tl = sup
¢]€Bx;< ,j:l,.‘.,m

Cette derniére formule définie & la norme induite par cette intégration, est la forme hérédi-

taire de la norme £(X7,..., X}).

Définition 2.3.1 Soit X1, ..., X,, des espaces normés. La norme injective sur X1®---®X,,
est définie par

i=1j=1

e(u) = sup {

;¢j € BXJ’Hj - 17"7m}a

n
ot lel ® - @ est une représentation de u € X1 ® - @ X,,.
i=1

On note par X; ®. --- ®. X,, le produit tenseriel muni de la norme £.Cet espace n’est
pas complet en général, alors on note par X;®. - - - ®.X,, son complété. L’espace de Banach

X1®, - - - ®.X,, sappelle le produit tensoriel injectif des espaces de Banach X1, ..., X,n.
Proposition 2.3.1 [3] Soit X1, ..., X,, des espaces vectoriels normés
(1) e(x'®@---@2™) = ||zt ... [[z™] , pour tout (z!,....,2™) € X1 x ... x X,,.

(2) pour tout u € X1 ® -+ ® X,,, on ac(u) < w(u).

2.4 La linéarisation des polynémes m-homogénes

Définition 2.4.1 Soit m € N, et X un espace vectoriel. Le sous espace de produit tenseriel

®RMX est l’ensemble de tous les éléments u € Q™ X, de la forme
u=Y 0" @w, (neNxeX,1<i<n).
i=1

et sera appelée produit tenseriel symétriqgue de X, cette sous espace sera noté par @7 X.
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

Maintenant, on peut définie une norme sur ®7'X, qui sera la clé de la linéarisation
du polynémes m-homogenes continu définie sur X. Cette norme s’appelée norme s-tensor

projective, notée par 7y, et définie par

7s(u) = inf {Z il ™ s w = i @ "o rine N}
=1 =1

pour u € ®7X. On note I'espace normé (®7'X, m,) par @7 X, et par ®ﬂm,SX son

complétude.

Proposition 2.4.1 [1] Soit m € N*. L’application

A m

Om: MX — ®7F7SX
T — QM.

Est un polynéme m-homogéne continu avec une norme égale a 1.

Preuve. Premierement, on peut voir que ’application suivante:

T: XxMWxX — @mX
(z',.,2™)  — e---@a™
est une application m-linéaire. En effet:

soit A € K,i € {1,....,m} et 2, ....2" ', ....2™ € X, alors

T(xla 7)\1,1 + yi7 75Um) = 371 K- ® sz —!—yl ® - @a™
= )\($1®"'®l‘i®“'®$m)+(:L‘1®---®yi®---®xm)
= AXT(z',...,2" ..., a™) + T(z', ....9", ..., 2™)

donc, T est m-linéaire.

Selon la proposition 1.1.3, la symétrie T, de T, donnée par:

To: XxMWxX — meX
(:Bla >$m) - # Z T(xa(l)a '--axo(m)) = # Z To(1) PR ®xo(m)

O'ESm UESm

est une application m-linéaire symétrique. Comme l'image de l'application 7§ est tout

simplement le produit tensoriel symétrique ®7'.X, la application
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

T: X™ - ®pX
(. 2™ —  Ty(xt, .. 2™),
est bien définie, et m-linéaire. De plus, T"(z, ", z) = 0,,(x), pour tout z € X, donc
Papplication o, est une polynome m-homogene. Comme nous ’avons vu plus haut il est

vrai que

Ts(om(r)) = ms(@™x) =|| = ||

pour tout x € X. Selon la proposition 2.1.4, cela prouve que le polynome m-homogeéne o,

est continu et de norme 1. m

Théoréme 2.4.1 [10] Soit X et Y deux espaces normés. Si P : X — 'Y est un polynomes
m-homogénes continu, alors il existe une application linéaire unique P € E(@:SX YY) tel
que:

P(z) =Pz ® - @), pour tout x € X.

La correspondance P < Pp, établit un isomorphisme isométrique entre ’espace P("X;Y).

Considérons le polynéme canonique:

Oom ™ X — ®:sX,

définir par:

Nous avons le diagramme commutatif suivant:

mxy Loy
N TP
Om
R X
ainsi P = P o0 6,,.
I’application linéaire continue P;, s’appelle la linéarisation du polynéme m-homogéne

continu P.
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

Preuve. Soit P : X — Y polyndme m-homogeéne. On choisir T tel que P(z) =
T(z,™,x), pour tout = € X.

Alors P(z) =Tp(x ® o) ® x), pour tout = € X, tel que T, :"™ ®X — Y la linéarisation
de T par théoréme 2.2.1 Soit P, la restriction de T, sur ™ ® X, donc 'opérateur Py, est

linéaire et P = P o 5

Soit u = sz ® r; € ®'X,ona

| Pr( Zﬂh ®xz | < ZHPL% ®x1)H
= Z | P(x:)
=1
< P ™
=1

En prenant I'infimum sur toutes les représentations de u, alors
[PL(w)|| <|| P || s (u).

Donc Py, est borné et ||Pr|| < ||P|| -
D’autre part, pour tout z € X

(m)

IP@) = 'pm@...

(m)
< Pffr(z - @)
= 1Pl [l )™

® x)

Donc |[P|| = |[P]-

Soit maintenant Sp, € L( Qs X, Y') une autre application de linéarisation de P, alors:

Sp(u) = le " ;) ZSL 5@ ® ;)

= PL(in ® o ® x;) = Pr(u).
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

Donc Py, S, sont identiques sur ®7' X et enfin, par densité, ils sont identiques sur @:sX .

Maintenant, on montre que I'application ¢ est isomorphisme isométrié tel que

0: P(MX;Y) —>£(®Zfsx, Y)
P > PL

1- On prouve que ¢ est linéaire.

On a

n n

(P+ AP, sz Ner) = S (P+AP) ) = S [P(w) + AP ()]

i=1 =1 i=1

_ ZP(@-) + )\(ZP’(x )

- le " @ @) + AP le @)

=1

— (P, + AP le ")

=1

C® X)),

pour tout ZQZZ e r, € "X et PP € P("X;Y), e K.

Donc (P—i—)\P’)L = P+AP]. alors p(P+AP') = (P+AP'), = PL+ AP, = o(P)+Ap(P").
Donc ¢ est linéaire.

2- On montre que ¢ est injective.

On suppose que P € ker ¢, c’est a dire p(P) = 0, dans ce cas P, = ¢(P) = 0.

Donc

Zx, ® x;) =0,

pour tout sz ) - ®@x; € T X. En particulier
=1

0= Pz ® (m)

pour tout x € X. Alors P = 0.
Donc ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective.
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2.4. La linéarisation des polynémes m-homogénes

Pour v € P(™X;Y). On definie

B: X — Y
r B(:c):u(:c®~

il est facile de voir que B € P(™X;Y), donc il existe une unique application linéaireB;, €
£(®:SX, Y') tel que B = By, 0 d,. D’un autre part, B = u o g,.
Comme By, est 'unique application linéaire tel que B = By, 0§, alors u = By.
Donc ¢(B) = By, = u.
Donc ¢ est surjective.
3-On a
1 o(P) 1=l P ll=ll P -

De (1),(2) et (3) La correspondance P <« P, est une isomorphisme isométrique entre

I’espace de Banach P("X;Y) et E(@:SX, V) m
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Chapitre 3

Les polynémes m-homogénes

intégrales

Dans ce chapitre, on applique la théoréeme de linéarisation pour étudier les polynomes m-
homogenes sont intégrales.

Soient m € N et X, Y sont des espaces de Banach et j =1,...,m

3.1 Les polynéomes m-homogeénes intégrales

Avant de donner la définition des polynémes m-homogenes intégrales, nous commengons

par rappeler la définition des applications multilinéaires intégrales.

Définition 3.1.1 [2] Une application m-liniéaire continue T € L(X1,..., X, Y) est in-
tégrale s’il existe une constante C' > 0, tel que pour chaque n € N et toutes les suites
(13)i—y C X1, ooy (Tpi)iy C X €t (yf)i, CY*, on a

n

> AT (@14, ees Toni), )

=1

<cC sup

Z 2y (xy) - xh, (Tomi) YF (3.1)
T GBX*

Y *

La classe des applications m-liniéaires continues intégrales de X1 X -+ - x X,,, dans 'Y, qui est
noté par L1(Xy X -+ X Xp;Y), est un espace de Banach muni du norme ([T, , ¢’est-a-dire
le plus petite constante C' telle que l'inégalité (3.1) est vérifiée.

Pour m =1 c’est le cas linéaire des applications linéaires continues intégrales L;(X,Y),
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3.1. Les polynémes m-homogénes intégrales

on a:

Lr( Xy X+ x X Y)CL(Xy X+ x X3 Y)

avec

17| < HTHLI , pour tous T € L(X; x -+ x X, Y).

Pour T' € L(X3, ..., X,n,Y), on note par T, 'application linéaire de 7', définie par
T X190 ®X, »Y

ol

Ty, (Z T1; Q- & $m1> = ZT (@14, ooy Tyi) -
i=1 i=1

Proposition 3.1.1 [2] Une application m-liniéaire continue T € L( X7, ..., X;n,Y) est inté-

grale si, et seulement si, T, : X1 ®¢ --- Qe X,, — Y est bien défini et intégrale.
Maintenant on donne la version du polyndémes.

Définition 3.1.2 [2] On dit que les polynémes m-homogénes continus P : X — Y est
intégrale s’il existe une constante C' > 0 tel que pour chaque n € N et toutes les suites

()i, C X et (yf)iy, CY*, ona

n

=1

< C sup

T*EB X

(3.2)

>l @™y

Y*
La classe de ces polynéomes m-homogénes continus intégrales de X dans Y, qui est noté
par Pr("X;Y), est un espace de Banach muni du norme ||P||;, c¢’est-a-dire le plus petite

constante C' telle que l'inégalité (3.2) est vérifiée.
Proposition 3.1.2 Soit P € P(™X;Y). Alors Pr("X;Y) C P(™X;Y) avec

|P|| <||P|l;, pour tous P € P("X;Y).

29



3.2. La linéarisation des polynémes m-homogénes intégrales

Preuve. Soit P € P;(™X;Y), on a par définition (z;);_, C X et (y);, C Y*, on
obtient

[(P(z:),y)] < NIPllz sup [I[2" ()] 7]

T*EBx*

Y *

< 1Pl s (sup [l 0l 5 )
:C*EBX* yEBy

< ||Pllz sup |[z* (z:)]™] sup |y} ()]
z*EBx* yEBy

< |Pllz sup [z [lai]|™ sup ||y; ]| Iyl
T BX* yeBy

< NPl sl ™ 5] -

et on a
[(P(zi),u))] = P@)I vl < NPl l=:ll™ ||v; ]l

< [Pl <Pz llz)™,

done |P|| < ||P|l; et P;("X;Y) C P("X;Y). m

3.2 La linéarisation des polyndémes m-homogénes inté-
grales

Proposition 3.2.1 [2| Le polynéme m-homogéne continu P € P("X;Y) est intégrale si,

et seulement si, P, : @'\ X — Y est bien défini et intégrale.

Preuve. On supposons que P est intégrale. Facilement, P;, est continue sur le produit
tenseur non complété avec la norme ¢ et donc il est bien défini sur ®7'X. D’autre coté, Pr,

est intégrale si et seulement si ’application linéaire
Pp: (@' X)®Y* =K,

défini par

n

=1

30



3.2. La linéarisation des polynoémes m-homogénes intégrales

pour tout u; € ®" X et yF € Y* (1 <i < n), est continu par rapport & la norme injective

sur (®ZLSX ) ® Y™*. Nous avons remarqué que, si

u; = Z $§i) ® o) & xg-i), avec $§i) e X
j=1

alors
—~ " * i C i (m) 7
PL(ZUN@%)‘ = <PL $§)®" ®$§)>,yl>‘
i=1 i=1 j=1
n i 0 (m) Q)
= PL xj ® te ® X 7y'L
=1 Jj=1
_ < P <x§)> y>‘
i=1 \j=1
- [B5e) )
i=1 j=1
Maintenant, en utilisant la définition 3.1.2 pour les suites (:BE”) i ; (yfj) ) , ol
=1,..., T j=1,..., T
i=1,..., n i=1,...,n
yi; =y (j=1,..,m,i=1,..,n), on obtient
. n n T ) m
A Spmen)| < e S50 @]
i=1 r€Bx+ |21 =1 v
= C sup Z(x ®...®x><2x§.)®...®x;))yi
T*EBx* i=1 7j=1 Y*

> () g (y)

=1

< C’sup{

Z U @ Yy
i—1

e (@IX), @] < Lgeb’y**}

= C

€
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3.2. La linéarisation des polynoémes m-homogénes intégrales

Inversement, supposons que IDZ est continu par rapport a la norme injective sur (®215X ) ®

n

Y*. Soient n € N et toutes les suites (x;);_, C X et (y;);_, C Y* étre fixé.On a

n

D (P () )

i=1

n

D

i=1

P,

C sup
x* EBX*
QEBY**

C sup

Y P [(m@w ®xi) ®y2‘]
i=1

(m *

Z [27 (z:)]™ g (y7)

3

5 ()l i

Y

Y*

(2

ol nous avons utilisé la propriété associative du produit tensoriel injectif. Donc, P est

intégrale. m

Corollaire 3.2.1 [8] Comme conséquece de proposition 3.1.1 et 3.21.

Le polynome m-homogéne continue P € P("X;Y) est intégrale si, et seulement si,

P e L("X,Y) est intégrale.
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Conclusion

Au cours des dernier années la théorie des opérateurs linéaires c’est étude a des contextes
non linéaires contient les applications multilinéaires et les polynémes m-homogénes et les
applications Lipchitz...etc.

Le transfert de propriétés de sommabilité vers les applications non linéaires n’est pas
une procédure évidente comme les théorémes de dominations de Pietsch/factorisation et les
théoréemes de compacité...(absence de ces théorémes dans plusieurs classes des applications
non linéaires).

L’un des méthodes qui nous permettant d’obtenu un lien fondamental avec la théorie
linéaire c’est la méthode de linéarisation.

Ici nous avons étudié un exemple des applications non linéaires qui sont les applications
multilinéaires des polynémes m-homogeénes G-intégrales c’est-a-dire intégrale au sens de

Grothendieck.
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Abstract

This work deals with continuous m-homogeneous polynomials, we
have included basic definitions and results, then, we studied the basic
concepts of tensor product, to put the theorem of linearization of
continuous m-homogeneous polynomials, and at the end of this work,
we presented integral m-homogeneous polynomials and linearization
of integral m-homogeneous polynomials with the proof and some
results.
Key words: multilinear application, m-homogeneous polynomial,
tensor product, integral m-homogeneous polynomial, linearization of
integral m-homogeneous polynomial.

Résume

Ce travail est traite les polyndmes m -homogénes continus, nous
avons inclus des définitions et des résultats de base, ensuite, nous
avons étudié les concepts de base des produit tensoriel, pour mettre
le théoreme de la linéarisation des polynd6mes m -homogenes
continus, et a la fin de ce travail, nous avons présenté les polyndémes
m -homogenes intégrales et la linéarisation de polynéme
m -homogene intégrale avec le preuve et quelques résultats.
Mots clés : application multilinéaire, polyndme m -homogene,
produit tensoriel, polyndme m -homogeéne intégrale, linéarisation des
polyndmes m -homogenes intégrales.
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