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Introduction

Les travaux de ce mémoire s�inscrit dans le cadre de l�analyse non linéaire spécialement

destinée aux classes des applications multilinéaires et les polynômes m-homogènes entre

les espaces de Banach, ce cadre fait encore l�objet du recherche par plusieurs, auteurs tels

Alencar, Botelho, Cilia, Matos, Pellegrino, Pietsch, Villaneuva, . . . etc.

Les études profondément des classes des applications non linéaires premierement apparu

sans l�utilisation de produit tensoriel, le produit tensoriel a été utilisé pour la première fois

dans le travail de Murray et Jhon von Neumann sur les espaces de Hilbert.

Il est remarquable que le transfére des propriétés linéaires vers des propriétés non linéaires

n�est pas une tache évidente, encore compliqué lorsque on travaile avec les polynômes m-

homogènes. Dans ce travail on introduit le concept des polynômes m-homogène. Nous

avons donner des outiles de base du produit tensoriel, et nous avons présenté les polynômes

m-homogènes intégrales et la linéarisation des polynômes m-homogènes intégrales.

Ce travail est organisé en trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, on a présenté des dé�nitions et des résultats de base sur les

application m-linéaires et les polynômes m-homogènes.

Dans le deuxième chapitre, on a concentré sur la théorie du produit tensoriel, où on a

donné des dé�nitions et des propositions, ainsi, on a dé�ni la norme projective et la norme

injective, de plus le théorème de linéarisation des applications m-linéaires et les polynômes

m-homogènes.

Le troisième chapitre a été consacré pour les applications multilinéaires intégrales et

les polynômes m-homogènes intégrales et la linéarisation des polynômes m-homogènes inté-

grales.
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Chapitre 1

Les applications multilinéaires et les

polynômes m-homogènes

Dans ce chapitre, on donne un préliminaire sur les applications multilinéaires et les polynômes

m-homogènes.

1.1 Les applications multilinéaires continues

Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un même corps K (K : = R ou C), soit T une

application de X dans Y: On dit que T est linéaire, pour tout x; y 2 X et � 2 K;on a

T (x+ �y) = T (x) + �T (y)

on note par L(X; Y ) l�ensemble des applications linéaire de X dans Y .

Une application linéaire T : X ! Y est dit continue si, et seulement si, il existe une

constante C > 0 telle que

8x 2 X : kT (x)k � C kxk (1:1)

on note par L(X; Y ) l�ensemble des applications linéaire continue de X dans Y , muni du

norme véri�e le plus petite constante C de l�inégalité (1:1). Pour Y = K, on écrit L(X;K) =
L(X) = X� le dual topologique de X:

La boule d�unité fermée de X sera noté BX :
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1.1. Les applications multilinéaires continues

Soient m 2 N et Xj (1 � j � m) , Y des espaces normés sur K. On considérer le produit
cartésien

X1 � :::�Xm = f(x1;:::; xm) : xj 2 Xj;81 � j � mg ;

qui est un espace normé muni du norme



�x1; :::; xm�

 : = max�

xj

 : xj 2 Xj;81 � j � m
	
:

Dé�nition 1.1.1 L�application T : X1� :::�Xm ! Y est dite multilinéaire ou m-linéaire,

si pour tout aj; bj 2 Xj et �; � 2 K, avec j = 1; :::;m; on a

T
�
x1; :::; �aj + �bj; :::; xm

�
= �T

�
x1; :::; aj; :::; xm

�
+ �T

�
x1; :::; bj; :::; xm

�
:

On note par L(X1; :::; Xm;Y ) l�ensemble des applications multilinéaire de X1� :::�Xm dans

Y . Pour Y = K; T est dite forme multilinéaire.

Remarque 1.1.1 Défnissons les opérations,

(1) (S + T )(x1; :::; xm) = S(x1; :::; xm) + T (x1; :::; xm)

(2) (�T )(x1; :::; xm) = �T (x1; :::; xm)

pour tout (x1; :::; xm) 2 X1� :::�Xm et S; T 2 L(X1; :::; Xm;Y ); � 2 K : Ce qui donné
à L(X1; :::; Xm;Y ) a une structure d�espace vectoriel. Si Y = K, on ecrit L(X1; :::; Xm)

, et si X = X1 = � � � = Xm, on ecrit L(mX;Y ).

Proposition 1.1.1 [2] SoitX1; :::; Xm; Y des espaces normés. Pour tout T 2 L(X1; :::; Xm;Y )

, les a¢ rmations suivantes sont équivalentes

(1) T est continue

(2) T est continue en (0; :::; 0)

(3) kT (x1; :::; xm)k est borné sur le produit des boules unitées:



x1


X1
� 1; :::; kxmkXm � 1
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1.1. Les applications multilinéaires continues

(4) Ils existe une constante C > 0 telle que



T �x1; :::; xm�

 � C 

x1

 � � � kxmk
pour tout xj 2 Xj (1 � j � m):

Pour la dimonstration voir [2]:

Pour chaque m 2 N, on note l�ensemble des applications multilinéaires continues de
X1 � ::: � Xm dans Y par L(X1; :::; Xm;Y ). Si Y = K, on écrit L(X1; :::; Xm), et pour

simpli�cation si X = X1 = � � � = Xm on écrit L(mX;Y ). Si m = 1 c�est l�ensemble des

applications linéaire continue.

Proposition 1.1.2 Soient m 2 N, X1; :::; Xm et Y sont des espaces normés sur K, alors

l�application k:k : L(X1; :::; Xm;Y )! R+ dé�nie par:

kTk = sup
kxjkXj�1; j=1;:::m



T �x1; :::; xm�

 (1.1.1)

est une normé.

Où L(X1; :::; Xm;Y ) est un espace normé avec la norme dé�nie dans 1.1.1.

Proposition 1.1.3 Soient m 2 N, X1; :::; Xm sont des espaces normés sur K, et Y est

un espace de Banach, l�espace vectoriel L(X1; :::; Xm;Y ) est un espace de Banach muni du

norme kTk ; donne par

kTk = sup
kxjkXj�1; j=1;:::m

kT (x1; :::; xm)k

= inf fC � 0; kT (x1; :::; xm)k � C kx1k � � � kxmkg

Théorème 1.1.1 Soient m 2 N, X1; :::; Xm et Y sont des espaces de Banach, l�application

T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est continue si, est seulement si, T est continue pour chaque variable

de X1 � :::�Xm

Corollaire 1.1.1 Si les espaces X1; :::; Xm sont des dimensions �nies, alors toute T 2
L(X1; :::; Xm;Y ) est continue, i.e., L(X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):
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1.1. Les applications multilinéaires continues

Applications m�linéaire symétrique
Pour chaque m 2 N�, on note l�ensemble Sm de toutes les permutations de f1; :::;mg ,

c�est-à-dire l�ensemble des bijections � : f1; :::;mg ! f1; :::;mg :

Dé�nition 1.1.2 Soient m 2 N� et X;Y deux espaces vectoriels sur K: Une application

multilinéaire continue T : X � :::�X ! Y , est dite symétrique si

T (x1; :::; xm) = T (x�(1); :::; x�(m))

pour tout x1; :::; xm 2 X, et toute permutation � 2 Sm. On note Ls(mX;Y ) l�espace
des applications multilinéaires continues symétriques, lequel est un sous-espace vectoriel de

L(mX;Y ).
Si on fait toutes les permutations possibles on peut associer à T 2 L(mX;Y ) une ap-

plication symétrique Ts 2 Ls(mX;Y ) cet application Ts s�appelle l�application symétrie de
T .

Proposition 1.1.4 [1] Pour chaque application T 2 L(mX;Y ), On associe l�application
symétrique Ts de T dé�ni par

Ts(x
1; :::; xm) =

1

m!

X
�2Sm

T (x�(1); :::; x�(m)):

Les propriétés suivantes sont satisfaites:

(1) Ts 2 Ls(mX;Y ).

(2) Ts = T si, et seulement si, T 2 Ls(mX;Y ).

(3) (Ts)s = Ts.

(4) l�opérateur R : L(mX;Y )! L(mX;Y ); dé�né par R (T ) = Ts est linéair.

(5) Si x 2 X, alors T (x; (m)::: ; x) = Ts(x; (m)::: ; x).

Pour la dimonstration voir [1]:

Le lemme suivant montre la formule de polarisation appliquée pour l�application multi-

linéaire. Pour plus de détails, voir [8] :
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1.1. Les applications multilinéaires continues

Lemme 1.1.1 (Formule de Polarisation) SoitX; Y des espaces vectoriels et T 2 L(mX;Y ):
Alors

Ts(x
1; :::; xm) =

1

m!2m

X
"j=�1

"1:::"mT

 
x0 +

mX
j=1

"jx
j + :::+ x0 +

mX
j=1

"jx
j

!
pour tout x0; x1; :::; xm 2 X. En particulier, si T est symétrique, il est déterminé par ses

valeurs T (x; :::; x), x 2 X, le long de la diagonale.
Preuve. Pour la prouver on utilise cette égalité

T

 
n1X
i=1

a1i1x
1
i1
; :::;

nmX
i=1

amimx
m
i1

!
=

X
1�ij�nj
j=1;:::;m

 
mY
j=1

ajij

!
T
�
x1i1 ; :::; x

m
im

�
pour tout nj 2 N, ajij 2 K, et x

j
ij
2 Xj, où ij = 1; :::; nj et j = 1; :::;m. On obtient :

Pour plus de commodité, nous mettons "0 = 1

1

m!2m

X
"j=�1

"1:::"mT

 
x0 +

mX
j=0

"jxj + :::+ x
0 +

mX
j=0

"jxj

!

=
1

m!2m

X
"j=�1
j=1;:::;m

"1:::"m

0@ X
j1
;:::;jm2f0;:::;mg

"j1 :::"jm

1AT (xj1 ; :::; xjm)

=
1

m!2m

X
j1
;:::;jm2f0;:::;mg

0BB@ X
"j=�1
j=1;:::;m

"1:::"m"j1 :::"jm

1CCAT (xj1 ; :::; xjm) :
S�il y a k 2 f0; :::;mgr fj1 ; :::;jm g, puisP

"j=�1
j=1;:::;m

"1:::"m"j1 :::"jm =
P

"j=�1
j 6=k

"j1 :::"jm
Y
j 6=k

"j + (�1) :
P

"j=�1
j 6=k

"j1 :::"jm
Y
j 6=k

"j

= 0:

Il s�ensuit que

1

m!2m

X
j1
;:::;jm2f0;:::;mg

0BB@ X
"j=�1
j=1;:::;m

"1:::"m"j1 :::"jm

1CCAT (xj1 ; :::; xjm)
=

1

m!2m

X
"j=�1

�
"21:::"

2
m

�
T
�
x�(1); :::; x�(m)

�
=

1

m!

X
�2Sm

T
�
x�(1); :::; x�(m)

�
= Ts(x

1; :::; xm):
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1.2. Les polynômes m-homogènes

Où Sm est l�ensemble des permutations de f1; :::;mg :

1.2 Les polynômes m-homogènes

Dé�nition 1.2.1 Soient m 2 N et X, Y deux espaces normés. Une application P : X ! Y

est dite polynôme m-homogène ou polynôme homogène de degré m; s�il existe une application

multilinéaire T 2 L(mX;Y ); tel que P (x) = T (x; (m)::: ; x) pour tout x 2 X: Dans ce cas, on
dit que P est le polynôme m-homogène associée par l�application multilinéaire T:

On note par P (X;Y ) l�espace de tous les polynômes m-homogènes de X dans Y .

Si Y = K;on écrit P (X;Y ) = P (X):

Exemple 1.2.1 L�application P : Km ! K; dé�nie par P (x) = �xm; � 2 K; est un

polynôme m-homogène. On prend l�application T 2 L(mK) donnée par T (x1; :::; xm) =
�x1:::xm; donc on a P (x) = T (x1; :::; xm) ( notez que ce sont les seuls polynômes m- ho-

mogènes de Km dans K).

Si T 2 L(mX) et x1; :::; xm 2 X on a

T (x1; :::; xm) = x1:::xmT (1; :::; 1) = �x1:::xm (1.2.1)

où � = T (1; :::; 1):

Pour dé�nir les polynômes m-homogènes, nous utilisons l�intégration naturelle appelée

polynôme canonique de X dans X � (m)::: �X; on a le diagramme commutatif suivant

X
�m! X � (m)::: �X
&
P
# T

Y

où

�m : X ! X � (m)::: �X

x 7! (x; (m)::: ; x):
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1.2. Les polynômes m-homogènes

Le polynôme m-homogène P : X ! Y est dit continu si, et seulement si, il existe une

constante C > 0 telle que

8x 2 X : kP (x)k � C kxk ;

on note par P(mX;Y ) l�espace de tous les polynômes m-homogènes continues de X dans

Y , dé�nie par.

Si Y = K, on écrit P(mX;Y ) = P(mX), de plus si m = 1, on écrit P(1X;Y ) = L(X;Y ):

Proposition 1.2.1 [7] Pour chaque P 2 P(mX;Y ), il existe un unique application multi-
linéaire symétrique bP 2 Ls(mX;Y ), tel que P (x) = bP (x; (m)::: ; x), pour tout x 2 X, et on a
les inégalités suivantes:

k P k�k bP k� mm

m!
k P k : (1.2.2)

Preuve. Soit P 2 P(mX;Y ): Par dé�nition, il existe T 2 L(mX;Y ) tel que P (x) =
T (x; (m)::: ; x) pour tous x 2 X: On dé�nie Ts par

Ts(x
1; :::; xm) =

1

m!

X
�2Sm

T (x�(1); :::; x�(m));

alors

Ts(x;
(m)::: ; x) =

1

m!

X
�2Sm

T (x; (m)::: ; x) =
1

m!
m!T (x; (m)::: ; x) = T (x; (m)::: ; x)

, Ts(x;
(m)::: ; x) = P (x);

il su¢ t de prendre bP = Ts:
Pour l�unicité de bP . Si une application multilinéaire symétrique hs 2 Ls(mX;Y ) tel

que P (x) = hs(x; (m)::: ; x), pour chaque x 2 X, alors bP (x; (m)::: ; x) = hs(x; (m)::: ; x) pour chaque
x 2 X et par la formule la polarisation nous concluons que bP = hs:
Pour tout x 2 X avec k x k� 1; on a

k P (x) k�k bP kk x km�k bP k
donc, k P k�k bP k :
Soit x1; :::; xm 2 X; avec k xj k� 1: En utilisant la formule de polarisation avec x0 = 0,

on a

k bP (x1; :::; xm) k� 1

m!2m

X
"j=�1

k "1 � � � "mP ("1x1 + :::+ "mxm) k

8



1.2. Les polynômes m-homogènes

pour " = �1; on a

k "1:::"mP ("1x
1 + :::+ "mx

m) k�k P kk "1x1 + :::+ "1xm km

� k P k (k x1 k +:::+ k xm k)m

� k P k mm

alors,

k bP (x1; :::; xm) k� mm

m!2m
k P k� m

m

m!
k P k

donc

k bP k� mm

m!
k P k

Proposition 1.2.2 [4] SoientX; Y deux espaces normés, T 2 Ls(mX;Y ) et P 2 P (mX;Y ).

Les a�rmations suivantes sont equivalentes:

(1) Ts 2 Ls(mX;Y ).

(2) P 2 P(mX;Y ).

(3) P est continu en 0:

(4) Il existe une constante C > 0 telle que kP (x)k � C kxkm pour tout x 2 X.

(5) kPk = sup fkP (x)k : x 2 X; kxk � 1g <1:

Preuve. (1) ) (2): Soit T 2 Ls(mX;Y ), on a P = T ��m, où �m : X ! Xm dé�nie

par �m (x) = (x;
(m)::: ; x): Comme �m et T sont continues, alors P est continu.

(2) =) (3) Si P est continu,en particulier, P est continu en 0.

(3)) (4) Si P est continu en 0, alors, on donne " = 1 il existe � > 0 tel que, pour tout

x 2 X avec k x k� �; on a k P (x) k� ": Si x 6= 0; où k �x
kxk k= �; on a

k P ( �xk x k) k� 1:

Donc, pour tout x 6= 0; on a

k P (x) k� C k x km; avec C = (1
�
)m

9



1.2. Les polynômes m-homogènes

Si x = 0, l�inégalité reste valable.

(4)) (5) Clair :

(5) =) (1) Si k P k< 1; alors par la proposition (1:2:1), on a k bP k� mm

m!
k P k< 1,

tel que bP = Ts 2 Ls(mX;Y ), alors k Ts k<1, donc Ts 2 Ls(mX;Y ):
Proposition 1.2.3 Soient X;Y deux espaces normés et P 2 P (mX;Y ): Alors

k P k= sup fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g ;

est une norme sur P (mX;Y ).

Preuve. (a) Premierment, on note que, si P 2 P (mX;Y ); alors par la proposition 1:2:2
k P k<1: Donc l�application:

k : k: P (mX;Y )! R+

est bien dé�nie.

Si P 2 P (mX;Y ); alors:
k P k= 0 si, et seulment si sup fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g = 0:Mais comme l�ensemble

fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g composé de nombres réels positifs, il en résulte que

sup fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g = 0()k P (x) k= 0; pour x 2 X; et k x k� 1

() P (x) = 0; pour x 2 X; et k x k� 1

() P (
y

k y k) = 0; pour y 2 X n f0g

() P (y) = 0; pour y 2 X

() P = 0:

Donc k P k= 0 si, et seulment si P = 0:
(b) Soit � 2 K; pour tout x 2 X; on a

k �P k= sup fk �P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

= sup fj � jk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

= j � j sup fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

= j � jk P k :

10



1.2. Les polynômes m-homogènes

(c) Soit P , P 0 2 P (mX;Y ):

k P + P 0 k= sup fk (P + P 0)(x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

= sup fk P (x) + P 0(x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

� sup fk P (x) k + k P 0(x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

� sup fk P (x) k: x 2 Xm; k x k� 1g+ sup fk P 0(x) k: x 2 Xm; k x k� 1g

� k P k + k P 0 k

Donc de (a), (b) et (c) sont véri�és. Ce qui implique que k : kP (mX;Y ) est une norme sur
P (mX;Y ):

Proposition 1.2.4 [1] Soient X et Y deux espaces normés. L�application ' dé�nie par

' : Ls(mX;Y )! P(mX;Y );

'(T ) = T̂ ;

est une isomorphisme.

Preuve. D�après la proposition 1.2.2, l�application ' est bien dé�nie.

On véri�er que ' est linéaire.

Soit T1; T2 2 Ls(mX;Y ) et � 2 K: Alors pour tout x 2 X;

'(T1 + �T2)(x) = \(T1 + �T2)(x)

= (T1 + �T2)(x;
(m)::: ; x)

= T1(x;
(m)::: ; x) + �T2(x;

(m)::: ; x)

= T̂1(x) + �T̂2(x)

= '(T1)(x) + �'(T2)(x);

donc ' est linéaires.

Maintenant, il su¢ t de vérifer que ' est bijective.

En e¤et, si P 2 P(mX;Y ); par dé�nition, il existe T 2 L(mX;Y ) tel que P (x) =
T (x; (m)::: ; x): En e¤et,

Ts(x
1; :::; xm) =

1

m!

X
�2Sm

T (x�(1); :::; x�(m));

11



1.2. Les polynômes m-homogènes

Alors, par la proposition 1.1.4, Ts 2 Ls(mX;Y ) et Ts(x; (m)::: ; x) = T (x; (m)::: ; x) = P (x) :
Donc l�application ' est surjective.

D�outre part, si T 2 Ls(mX;Y ) et T̂ = 0; alors T (x; (m)::: ; x) = 0; pour tout x 2 X:donc,
par la formule de polirisation:

Ts(x
1; :::; xm) =

1

m!2m

X
"j=�1

"1:::"mT

 
x0 +

mX
j=1

"jx
j + :::+ x0 +

mX
j=1

"jx
j

!
= 0;

pour tout x0; :::; xm 2 X: Donc T = 0; donc l�application ' est injective.
Nous concluons que ' est une isomorphisme.

Proposition 1.2.5 Soient m 2 N; X un espace normé et Y un espace de Banach. L�espace

P(mX;Y ) est un espace de Banach.

Preuve. Comme Ls(mX;Y ) est isomorphe a P(mX;Y ), alors si Ls(mX;Y ) est Banach,
alors P(mX;Y ) est Banach.
Danc, il su¢ t de montrer que Ls(mX;Y ) est un espace de Banach.
On a L(mX;Y ) est Banach, et Ls(mX;Y ) � L(mX;Y ); donc il su¢ t de montre que

Ls(mX;Y ) est fermé.
Soit T 2 Ls(mX;Y ); alors il existe une suite (Tn)1n=1 2 Ls(mX;Y ); tel que lim

n!1
Tn = T .

On a

k Tn(x1; :::; xm)� T (x1; :::; xm) k=k (Tn � T )(x1; :::; xm) k�k Tn � T kk x1 k ::: k xm k;

pour tout x1; :::; xm 2 X: Si n!1 en inégalité ci-dessus, on a

lim
n!1

Tn(x
1; :::; xm) = T (x1; :::; xm)

pour tout x1; :::; xm 2 X: Comme Tn 2 Ls(mX;Y ) pour tout n 2 N, alors, pour tout
permutation � 2 Sm; on a

Tn(x
1; :::; xm) = Tn(x�(1); :::; x�(m))! T (x�(1); :::; x�(m)):

Alors

T (x1; :::; xm) = lim
n!1

Tn(x
1; :::; xm) = lim

n!1
Tn(x�(1); :::; x�(m)) = T (x�(1); :::; x�(m)):

Donc T 2 Ls(mX;Y ):
Donc Ls(mX;Y ) est fermé, nous concluons que P(mX;Y ) est un espace de Banach.

12



Chapitre 2

Le produit tensoriel

Dans le cadre de la théorie des applications multilinéaires, la théorie du produit tensoriel est

un outil nécessaire, car il fournit une description simple du façon dont ces application agis-

sent sur les produits des espaces de Banach, et aussi parce qu�il permet la représentation des

espaces dual des applications multilinéaires. Plus concrètement, nous pouvons comprendre

comment fonctionne comme outil.

2.1 Le produit tensoriel

Produit tensoriel d�ordre deux

Soit X1; X2 deux espaces vectoriel. Un élément u du produit tensoriel X1
X2 a la forme

u =

nX
i=1

x1i 
 x2i pour tout n 2 N�; (x1i )
n
i=1 2 X1 et (x2i )

n
i=1 2 X2; avec cette représentation

n�est pas unique.

Soit Y un troisième espace vectoriel. Pour chaque la forme bilinéaire T : X1 �X2 ! Y ,

il existe une application linéaire unique TL : X1 
X2 ! Y telle que

TL
�
x1 
 x2

�
= T

�
x1; x2

�
; pour tout x1 2 X et x2 2 X2:

Donc le produit tensoriel dé�nit comme une forme linéaire sur l�espace L(X1; X2):

Produit tensoriel d�ordre m

Soient m 2 N, et X1; :::; Xm;Y des espaces vectoriels, on considérer le dual algébrique

L(X1; :::; Xm)
� de l�espace L(X1; :::; Xm), tel que

L(X1; :::; Xm)
� = f' : L(X1; :::; Xm)! K; ' est une fonctionnelle linéaireg :

13



2.1. Le produit tensoriel

Le produit tensoriel des espaces X1; :::; Xm est construit a partir des éléments de l�espace

L(X1; :::; Xm)
�:

Soit x1 2 X1; :::; x
m 2 Xm; on dé�nie

x1 
 � � � 
 xm : L(X1; :::; Xm)! K

par

x1 
 � � � 
 xm (') = '
�
x1; :::; xm

�
;

ou ' est une forme m-linéaire: ' : L(X1; :::; Xm) ! K, et le fonctionnelle x1 
 � � � 
 xm

s�appelle un élément tensoriel.

On pose l�ensemble D formé par tous ces éléments tensoriels,

D :=
�
x1 
 � � � 
 xm : x1 2 X1; :::; xm 2 Xm

	
� L(X1; :::; Xm)

�:

Dé�nition 2.1.1 Le sous-espace vectoriel de L(X1; :::; Xm)
� engendré par D est dit produit

tensoreil des espaces X1; :::; Xm; et noté par X1
� � �
Xm; ainsi que les éléments de espace

X1 
 � � � 
Xm s�appelés tenseurs, et sont écrits sous la forme

u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xmi ;

tels que n 2 N; xji 2 Xj; (�i) 2 K; j = 1; ::;m; et i = 1; :::; n: Cette représentation de u n�est
pas unique.

Si u 2 X1 
 � � � 
Xm et � une forme multilinéaire sur X1 � :::�Xm; alors,

u(�) =

*
�;

nX
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xmi

+
=

nX
i=1

�i�(x
1
i ; :::; x

m
i ):

La valeur de cette expression est indépendante du choix de u:

Par dé�nition, le produit tensoriel X1 
 � � � 
 Xm; est un espace vectoiel sur K: Alors,

on peut voir dans la proposition suivante quelque propriéties algèbrique sur les tenseurs

élémentaires.

Proposition 2.1.1 [3]Soient X1; :::; Xm des espaces vectoriels, xj; yj 2 Xj; pour tout j =

1; :::;m; et � 2 K alors:

14



2.2. La norme projective

(1) x1 
 � � � 
 (xj + yj)
 � � � 
 xm = x1 
 � � � 
 xj 
 � � � 
 xm + x1 
 � � � 
 yj 
 � � � 
 xm

(2) �(x1 
 � � � 
 xj 
 � � � 
 xm) = x1 
 � � � 
 (�xj)
 � � � 
 xm

(3) x1 
 � � � 
 0
 � � � 
 xm = 0:

D�aprés la propriété (2) du proposition précédente, nous déduisons:

un élément u 2 X1 
 � � � 
Xm; tel que u =
nX
i=1

�ix
1
i 
 � � � 
 xmi ; peut être écrit sous la

forme

u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi :

Remarque 2.1.1 (1) Si dimXj < 1 pour tout j = 1; ::;m alors dim (X1 
 � � � 
Xm) =
mY
j=1

dimXj:

(2) Pour tout u 2 X1 
 � � � 
Xm; u 6= 0; il existe un plus petit entier n 2 N pour qui u
admet une représentation de n termes, telle que

u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi :

Et en plus, on a xj1; :::; x
j
n sont linéairement indépendant dans Xj; 8j = 1; ::;m, l�entier

n s�appelle le rang de u. Pour approfondir plus voir [10]:

Proposition 2.1.2 Si u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi 2 X1 
 � � � 
Xm alors u = 0 si et seulement

si
nX
i=1

�1(x
1
i ):::�m(x

m
i ) = 0; pour tout �j 2 X�

j ; j = 1; ::;m:

Pour la dimonstration voir [10]:

Proposition 2.1.3 [3] Pour tout espaces vectoriels X1; :::; Xm, on a l�inclusion

X1 
 � � � 
Xm � L(X�
1 ; :::; X

�
m):

2.2 La norme projective

Lemme 2.2.1 [12] Soit X un espace normé. On note par le dual topologique X
0
est un

sous-ensemble du dual topologique X� qui sépare les points de X:
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2.2. La norme projective

Proposition 2.2.1 Soient m 2 N et X1; :::; Xm; Y des espaces vectoriels normés sur K;

pour chaque u 2 X1 
 � � � 
Xm, nous dé�nissons le nombre réel positif

�(u) = inf

(
nX
i=1

mY
j=1



xji


)

où l�in�mum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme

u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi :

Alors � est une norme tensorielle sur l�espace X1
� � �
Xm et en plus on a �(x1
� � �
xm) =
kx1k ::: kxmk :

Preuve. (1) Premierment, on montre que
nX
i=1

'1(x
1
i ):::'m(x

m
i ) indépendante de représen-

tation de u 2 X1 
 � � � 
Xm, pour tout '1 2 X
0
1; :::; 'm 2 X

0
m.

Soit u 2 X1 
 � � � 
Xm, supposons que u a deux représentations de la forme

u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi =
nX
i=1

y1i 
 � � � 
 ymi :

Pour tout application m-linéaire T 2 L(X1; :::; Xm),

nX
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i ) =

nX
i=1

�
x1i 
 � � � 
 xmi

�
(T )

= (T )

 
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi

!

= (T )

 
nX
i=1

y1i 
 � � � 
 ymi

!

=

nX
i=1

T (y1i ; :::; y
m
i ):

En particulier, soient '1 2 X
0
1; :::; 'm 2 X

0
m, et on considére l�application T m-linéaire

est de type �nie:

T : X1 � :::�Xm ! K�
x1; :::; xm

�
7! T

�
x1; :::; xm

�
= '1(x

1):::'m(x
m).
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2.2. La norme projective

Alors:
nX
i=1

'1(x
1
i ) � � �'m(xmi ) =

nX
i=1

T (x1i ; :::; x
m
i )

=

nX
i=1

T (y1i ; :::; y
m
i ):

=

nX
i=1

'1(y
1
i ):::'m(y

m
i ).

Donc
nX
i=1

'1(x
1
i ):::'m(x

m
i ) indépendante de la représentation de u.

Maintenant, on montre que �(u) = 0 ) u = 0, pour tout u 2 X1 
 � � � 
Xm:

Supposons que �(u) = 0, dans ce cas, pour tout � > 0, par la dé�nition de �(u), il existe

une représentation
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi de u, tel que

0 �
nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k < �:
Alors, pour tout '1 2 X

0
1; :::; 'm 2 X

0
m�����

nX
i=1

'1(x
1
i ) � � �'m(xmi )

����� �
nX
i=1

��'1(x1i )�� ::: j'm(xmi )j
�

nX
i=1

k'1k


x1i

 ::: k'mk kxmi k

= k'1k ::: k'mk
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi

< k'1k ::: k'mk �.

Donc,

0 �
�����
nX
i=1

'1(x
1
i ):::'m(x

m
i )

����� < k'1k ::: k'mk �.
D�après ce que nous avons prouvé au début, la valeur de la somme

nX
i=1

'1(y
1
i ):::'m(y

m
i ) est

indépendante de la représentation de u, donc si �! 0, on obtient,
nX
i=1

'1(x
1
i ):::'m(x

m
i ) = 0.

On sait que, X
0
j est un sous-ensemble de X

�
j , j = 0; :::;m. Donc

nX
i=1

'1(x
1
i ):::'m(x

m
i ) = 0,

pour tout 'j appartenant à un sous-ensemble de X
�
j .
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2.2. La norme projective

Donc par la proposition 2.1.2, nous concluons que u = 0. Si u = 0, il est clair que

�(u) = 0.

(2) On montre que �(�u) = j�ju, pour tout � 2 K et u 2 X1 
 � � � 
Xm.

I�égalité est satisfaite pour � = 0. Supposons que � 6= 0: Si u =
nX
i=1

x1i 
� � �
xmi est une

répresentation de u, alors �u =
nX
i=1

(�x1i )
 � � � 
 xmi , et donner

�(�u) �
nX
i=1



�x1i



x2i

 ::: kxmi k
=

nX
i=1

j�j


x1i

 ::: kxmi k

= j�j
nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k :
Donc,

�(�u)

j�j �
nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k :
Comme cette dernière inégalité est satisfaite pour toute représentation de u, en prenant

l�in�mum sur ces représentations, il est obtenu, �(�u)j�j � �(u), c�est-à-dire, �(�u) � j�j�(u).
D�autre part,

�(u) = �(��1�u) �
����1�� �(�u):

Alors, j�j�(u) � �(�u). Donc �(�u) = j�j�(u), pour tout � 2 K et u 2 X1 
 � � � 
Xm.

(3) Finalement, on montre que �(u+ v) � �(u) + �(v), pour tout u; v 2 X1 
 � � � 
Xm:

Soient � > 0 et u; v 2 X1 
 � � � 
 Xm. Par la dé�nition nous pouvons de choisir des

représentations u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi et v =
kX
j=1

y1j 
 � � � 
 ymj , tels que

nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k < �(u) +
�

2
et

kX
j=1



x1i

 ::: kxmi k < �(v) +
�

2
:
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2.2. La norme projective

Comme
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi +
kX
j=1

y1j 
 � � � 
 ymj est une représentation de u+ v, alors

�(u+ v) �
nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k+ kX
j=1



x1i

 ::: kxmi k < �(u) + �(v) + �:
Si �! 0, on obtient, �(u+ v) � �(u) + �(v), pour tout u; v 2 X1 
 � � � 
Xm.

Donc, de (1) ; (2) et (3) � est une norme tensorielle sur l�espace X1 
 � � � 
Xm.

On montre maintenant que �(x1 
 � � � 
 xm) = kx1k ::: kxmk :
Soient xj 2 Xj; j = 1; :::;m, il est clair que �(x1 
 � � � 
 xm) � kx1k ::: kxmk :
On choisir '1 2 BX0

1
; :::; 'm 2 BX0

m
, tels que 'j (x

j) = kxjk ; j = 1; :::;m:
On considère la forme m-linéaire de type �nie

S : X1 � :::�Xm ! K�
x1; :::; xm

�
7! S

�
x1; :::; xm

�
= '1(x

1):::'m(x
m).

Alors, il existe une unique forme linéaire SL 2 L(X1 
 � � � 
Xm), tel que S = SL � �m.

Soit u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi 2 X1 
 � � � 
Xm,

jSL (u)j =
�����SL

 
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi

!�����
=

�����
nX
i=1

SL
�
x1i 
 � � � 
 xmi

������
�

nX
i=1

��SL �x1i 
 � � � 
 xmi ���
=

nX
i=1

��S �x1; :::; xm���
=

nX
i=1

��'1(x1)�� ::: j'm(xm)j
=

nX
i=1



x1i

 ::: kxmi k :
On prend l�in�mum sur toutes les représentations de u, on conclure que jSL (u)j � �(u),
pour tout u 2 X1 
 � � � 
Xm:
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2.2. La norme projective

En particulier, pour x1i 
 � � � 
 xmi 2 X1 
 � � � 
Xm:

x1i

 � � � kxmi k =
��

x1i

 � � � kxmi k��

=
��'1(x1) � � �'m(xm)��

=
��S �x1; :::; xm���

=
��SL �x1i 
 � � � 
 xmi ���

� �
�
x1i 
 � � � 
 xmi

�
Donc, �(x1 
 � � � 
 xm) = kx1k ::: kxmk :
La norme � s�apeleé la norme projective, et l�espace X1
� � � �
�Xm est l�espace de pro-

duit tenseriel des espacesX1; :::; Xm muni de la norme �, cet espace en général n�est pas com-

plet, alors on note par X1b
� � � � b
�Xm son complété. L�espace de Banach X1b
� � � � b
�Xm

s�appeler le produit tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm. Pour plus de détails voir [1]

et [10].

Proposition 2.2.2 [3] Si tous les espaces vectoriels X1; :::; Xm sont des dimensions �nies,

alors X1 
 � � � 
Xm est un espace à dimensions �nies. De plus, si X1; :::; Xm sont normés,

alors X1b
� � � � b
�Xm est complet.

La linéarisation des applications m-linéaires continues
Maintenant pouvons-nous, en quelque sorte, linéariser les applications multilinéaires.

Autrement dit existe-t-il un espace vectoriel E tel que L (E;Y ) coïncide avec l�espace

L (X1; :::; Xm;Y ) (existe-t-il un isomorphisme entre les deux espaces) le théorème suivant

nous donne la réponse.

Théorème 2.2.1 [10] Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Si T : X1�:::�Xm ! Y

une application multilinéaire continue, alors, il existe un unique application linéaire continue

TL de�nie sur X1b
� � � � b
�Xm dans Y ,véri�er

TL(x
1 
 � � � 
 xm) = T (x1; :::; xm)

pour tout xj 2 Xj, et tout j = 1; :::;m; avec, le diagramme suivant est comutative

X1 � :::�Xm
T! Y

&
�m

" TL

X1b
� � � � b
�Xm
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2.3. La norme injective

avec �m est l�application canonique de�nie X1 � :::�Xm dans X1b
� � � � b
�Xm par:

�m
�
x1; :::; xm

�
= x1 
 � � � 
 xm:

Autrement dit: T = TL � �m:
La correspondance T  ! TL est une isomorphisme isométrique entre l�espace de Banach

L(X1; :::; Xm;Y ) et L(X1b
� � � � b
�Xm;Y ): De plus l�application TL s�appelle linéarisation

de T:

Le théorème précédent donne l�identi�cation

L(X1; :::; Xm;Y ) = L(X1b
� � � � b
�Xm;Y ):

Si Y = K, le dual de (X1b
� � � � b
�Xm) est identi�é à l�espace des formes multilinéaires

bornées.

(X1b
� � � � b
�Xm)
� = L(X1; :::; Xm):

Avec cette identi�cation, l�action d�une forme continue T; comme fonction linéaire con-

tinue sur X1b
� � � � b
�Xm est donné par

nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi 7�!
nX
T

i=1

�
x1i ; :::; x

m
i

�
cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective,

�(u) = sup fjhu; T ij ; T 2 L(X1; :::; Xm); kTk � 1g :

2.3 La norme injective

Par proposition 2.1.3 les éléments de X1 
 � � � 
 Xm peuvent être vus comme des formes

multilinéaire sur le produit X�
1 � ::: � X�

m des espaces c�est-à-dire de dual. Avec chaque

u =
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi 2 X1
 � � � 
Xm: Avec peut associer une forme multilinéaire continue

Tu sur X�
1 � :::�X�

m donné par

Tu (�1; :::; �m) =

nX
i=1

�1
�
x1i
�
:::�m (x

m
i ) ; �j 2 X�

j (j = 1; :::;m) :
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

Il est clair que Tu est continu et nous avons donc une incorporation canonique de X1
� � �

Xm dans L(X�

1 ; :::; X
�
m) et nous avons

kTuk = sup
�j2BX�

j
;j=1;:::;m

�����
nX
i=1

�1
�
x1i
�
:::�m (x

m
i )

����� :
Cette dernière formule dé�nie à la norme induite par cette intégration, est la forme hérédi-

taire de la norme L(X�
1 ; :::; X

�
m):

Dé�nition 2.3.1 Soit X1; :::; Xm des espaces normés. La norme injective sur X1
� � �
Xm

est dé�nie par

"(u) = sup

(�����
nX
i=1

mY
j=1

�j(x
j
i )

����� ;�j 2 BX�
j
; j = 1; ::;m

)
;

où
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi est une représentation de u 2 X1 
 � � � 
Xm:

On note par X1 
" � � � 
" Xm le produit tenseriel muni de la norme ":Cet espace n�est

pas complet en général, alors on note par X1b
" � � � b
"Xm son complété. L�espace de Banach

X1b
" � � � b
"Xm s�appelle le produit tensoriel injectif des espaces de Banach X1; :::; Xm:

Proposition 2.3.1 [3] Soit X1; :::; Xm des espaces vectoriels normés

(1) "(x1 
 � � � 
 xm) = kx1k ::: kxmk ; pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm:

(2) pour tout u 2 X1 
 � � � 
Xm; on a "(u) � �(u):

2.4 La linéarisation des polynômes m-homogènes

Dé�nition 2.4.1 Soit m 2 N; et X un espace vectoriel. Le sous espace de produit tenseriel


mX est l�ensemble de tous les éléments u 2 
mX, de la forme

u =

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi, (n 2 N; xi 2 X; 1 � i � n):

et sera appelée produit tenseriel symétrique de X, cette sous espace sera noté par 
ms X:
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

Maintenant, on peut dé�nie une norme sur 
ms X, qui sera la clé de la linéarisation
du polynômes m-homogenes continu dé�nie sur X: Cette norme s�appelée norme s-tensor

projective, notée par �s; et dé�nie par

�s(u) = inf

(
nX
i=1

kxikm : u =
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi; n 2 N

)

pour u 2 
ms X: On note l�espace normé (
ms X; �s) par 
m�;sX; et par 
̂
m
�;sX son

complétude:

Proposition 2.4.1 [1] Soit m 2 N�: L�application

�m :
mX ! 
̂m�;sX
x 7�! 
mx:

Est un polynôme m-homogène continu avec une norme égale à 1.

Preuve. Premièrement, on peut voir que l�application suivante:

T : X � (m)::: �X ! 
mX
(x1; :::; xm) ! x1 
 � � � 
 xm

est une application m-linéaire. En e¤et:

soit � 2 K; i 2 f1; :::;mg et x1; :::; xi; yi; :::; xm 2 X; alors

T (x1; :::; �xi + yi; :::; xm) = x1 
 � � � 
 �xi + yi 
 � � � 
 xm

= �(x1 
 � � � 
 xi 
 � � � 
 xm) +
�
x1 
 � � � 
 yi 
 � � � 
 xm

�
= �T (x1; :::; xi; :::; xm) + T (x1; :::; yi; :::; xm)

donc, T est m-linéaire.

Selon la proposition 1.1.3, la symétrie Ts de T; donnée par:

Ts : X � (m)::: �X ! m 
X
(x1; :::; xm) ! 1

m!

P
�2Sm

T (x�(1); :::; x�(m)) =
1
m!

P
�2Sm

x�(1) 
 � � � 
 x�(m)

est une application m-linéaire symétrique. Comme l�image de l�application Ts est tout

simplement le produit tensoriel symétrique 
ms X; la application
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

T 0 : Xm ! 
̂m�;sX
(x1; :::; xm) 7! Ts(x

1; :::; xm);

est bien dé�nie, et m-linéaire. De plus, T 0(x; (m)::: ; x) = �m(x); pour tout x 2 X; donc
l�application �m est une polynome m-homogene. Comme nous l�avons vu plus haut il est

vrai que

�s(�m(x)) = �s(
mx) =k x km

pour tout x 2 X: Selon la proposition 2:1:4, cela prouve que le polynome m-homogène �m
est continu et de norme 1.

Théorème 2.4.1 [10] Soit X et Y deux espaces normés. Si P : X ! Y est un polynomes

m-homogènes continu, alors il existe une application linéaire unique PL 2 L(
̂
m
�;sX; Y ) tel

que:

P (x) = PL(x

m� � � 
 x); pour tout x 2 X:

La correspondance P $ PL, établit un isomorphisme isométrique entre l�espaceP(mX;Y ).
Considérons le polynôme canonique:

�m :
m X ! 
̂m�;sX;

dé�nir par:

�m (x) = x

(m)
� � � 
 x:

Nous avons le diagramme commutatif suivant:

mX
P! Y

&
�m

" PL


̂m�;sX

ainsi P = PL � �m:
l�application linéaire continue PL s�appelle la linéarisation du polynôme m-homogène

continu P:
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

Preuve. Soit P : X ! Y polynôme m-homogène. On choisir T tel que P (x) =

T (x m; :::;x), pour tout x 2 X:
Alors P (x) = TL(x


(m)
� � � 
 x); pour tout x 2 X; tel que TL :m 
X ! Y la linéarisation

de T par théorème 2.2.1 Soit PL la restriction de TL sur m 
X, donc l�opérateur PL est
linéaire et P = PL � �m.

Soit u =
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi 2 
ms X; on a

k PL(
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) k �

nX
i=1

k PL(xi 

(m)
� � � 
 xi) k

=

nX
i=1

k P (xi) k

� kPk
nX
i=1

kxikm :

En prenant l�in�mum sur toutes les représentations de u; alors

kPL(u)k �k P k �s(u):

Donc PL est borné et kPLk � kPk :
D�autre part, pour tout x 2 X

kP (x)k =





PL(x
 (m)
� � � 
 x)






� kPLk �(x


(m)
� � � 
 x)

= kPLk kxkm

Donc kPLk = kPk :
Soit maintenant SL 2 L(
m�;s X; Y ) une autre application de linéarisation de P; alors:

SL(u) = SL(
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) =

nX
i=1

SL(xi 

(m)
� � � 
 xi)

=
nX
i=1

P (xi)

=
nX
i=1

PL(xi 

(m)
� � � 
 xi)

= PL(
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) = PL(u):
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

Donc PL; SL sont identiques sur 
ms X et en�n, par densité, ils sont identiques sur b
m�;sX:
Maintenant, on montre que l�application ' est isomorphisme isométrié tel que

' : P(mX;Y )! L(
̂m�;sX;Y )
P 7! PL

1- On prouve que ' est linéaire.

On a

(P + �P 0)L(

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) =

nX
i=1

(P + �P 0)(xi) =

nX
i=1

[P (xi) + �P
0(xi)]

=

nX
i=1

P (xi) + �

n

(
X
i=1

P 0(xi)

= PL(

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) + �P 0L(

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi)

= (PL + �P
0
L)(

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi);

pour tout
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi 2 
ms X et P; P 0 2 P(mX;Y ); � 2 K.

Donc (P+�P 0)L = PL+�P 0L: alors '(P+�P
0) = (P+�P 0)L = PL+�P

0
L = '(P )+�'(P

0):

Donc ' est linéaire.

2- On montre que ' est injective.

On suppose que P 2 ker'; c�est a dire '(P ) = 0, dans ce cas PL = '(P ) = 0:
Donc

PL(

nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi) = 0;

pour tout
nX
i=1

xi 

(m)
� � � 
 xi 2 
ms X: En particulier

0 = PL(x

(m)
� � � 
 x) = P (x);

pour tout x 2 X: Alors P = 0:
Donc ' est injective.

Montrons que ' est surjective.
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2.4. La linéarisation des polynômes m-homogènes

Pour u 2 P(mX;Y ): On de�nie

B : X ! Y

x 7! B(x) = u(x

(m)
� � � 
 x)

il est facile de voir que B 2 P(mX;Y ), donc il existe une unique application linéaireBL 2
L(b
m�;sX; Y ) tel que B = BL � �n: D�un autre part, B = u � �n:
Comme BL est l�unique application linéaire tel que B = BL � �n; alors u = BL:
Donc '(B) = BL = u:

Donc ' est surjective.

3- On a

k '(P ) k=k PL k=k P k :

De (1),(2) et (3) La correspondance P $ PL est une isomorphisme isométrique entre

l�espace de Banach P(mX;Y ) et L(b
m�;sX; Y ):
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Chapitre 3

Les polynômes m-homogènes

intégrales

Dans ce chapitre, on applique la théorème de linéarisation pour étudier les polynômes m-

homogènes sont intégrales.

Soient m 2 N et Xj, Y sont des espaces de Banach et j = 1; :::;m:

3.1 Les polynômes m-homogènes intégrales

Avant de donner la dé�nition des polynômes m-homogènes intégrales, nous commençons

par rappeler la dé�nition des applications multilinéaires intégrales.

Dé�nition 3.1.1 [2] Une application m-liniéaire continue T 2 L(X1; :::; Xm; Y ) est in-

tégrale s�il existe une constante C � 0; tel que pour chaque n 2 N et toutes les suites

(x1i)
n
i=1 � X1; :::; (xmi)

n
i=1 � Xm et (y�i )

n
i=1 � Y �, on a�����

nX
i=1

hT (x1i; :::; xmi); y�i i
����� � C sup

x�
k
2BX�

k
k=1;:::;m







nX
i=1

x�1 (x1i) � � �x�m (xmi) y�i







Y �

. (3:1)

La classe des applications m-liniéaires continues intégrales de X1�� � ��Xm dans Y , qui est

noté par LI(X1�� � ��Xm;Y ), est un espace de Banach muni du norme kTkLI , c�est-à-dire
le plus petite constante C telle que l�inégalité (3:1) est véri�ée.

Pour m = 1 c�est le cas linéaire des applications linéaires continues intégrales LI(X; Y ),
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3.1. Les polynômes m-homogènes intégrales

on a:

LI(X1 � � � � �Xm;Y ) � L(X1 � � � � �Xm;Y )

avec

kTk � kTkLI , pour tous T 2 LI(X1 � � � � �Xm;Y ):

Pour T 2 L(X1; :::; Xm; Y ); on note par TL l�application linéaire de T , dé�nie par

TL : X1 
 � � � 
Xm ! Y

où

TL

 
nX
i=1

x1i 
 � � � 
 xmi

!
=

nX
i=1

T (x1i; :::; xmi) :

Proposition 3.1.1 [2] Une application m-liniéaire continue T 2 L(X1; :::; Xm; Y ) est inté-

grale si, et seulement si, TL : X1 
2 � � � 
2 Xm ! Y est bien dé�ni et intégrale.

Maintenant on donne la version du polynômes.

Dé�nition 3.1.2 [2] On dit que les polynômes m-homogènes continus P : X ! Y est

intégrale s�il existe une constante C � 0 tel que pour chaque n 2 N et toutes les suites

(xi)
n
i=1 � X et (y�i )

n
i=1 � Y �, on a�����

nX
i=1

hP (xi); y�i i
����� � C sup

x�2BX�







nX
i=1

[x� (xi)]
m y�i







Y �

. (3:2)

La classe de ces polynômes m-homogènes continus intégrales de X dans Y , qui est noté

par PI(mX;Y ), est un espace de Banach muni du norme kPkI, c�est-à-dire le plus petite
constante C telle que l�inégalité (3:2) est véri�ée.

Proposition 3.1.2 Soit P 2 P(mX;Y ): Alors PI(mX;Y ) � P(mX;Y ) avec

kPk � kPkI , pour tous P 2 PI(mX;Y ):
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3.2. La linéarisation des polynômes m-homogènes intégrales

Preuve. Soit P 2 PI(mX;Y ); on a par dé�nition (xi)ni=1 � X et (y�i )
n
i=1 � Y �, on

obtient

jhP (xi); y�i ij � kPkI sup
x�2BX�

k[x� (xi)]m y�i kY �

� kPkI sup
x�2BX�

�
sup
y2BY

��[x� (xi)]m y�j (y)���
� kPkI sup

x�2BX�
j[x� (xi)]mj sup

y2BY

��y�j (y)��
� kPkI sup

x�2BX�
kx�km kxikm sup

y2BY



y�j

 kyk
� kPkI kxik

m


y�j

 ;

et on a

jhP (xi); y�i ij = kP (xi)k


y�j

 � kPkI kxikm 

y�j

 ;

, kP (xi)k � kPkI kxik
m ;

donc kPk � kPkI et PI(mX;Y ) � P(mX;Y ):

3.2 La linéarisation des polynômes m-homogènes inté-

grales

Proposition 3.2.1 [2] Le polynôme m-homogène continu P 2 P(mX;Y ) est intégrale si,
et seulement si, PL : 
m�;sX ! Y est bien dé�ni et intégrale.

Preuve. On supposons que P est intégrale. Facilement, PL est continue sur le produit

tenseur non complété avec la norme " et donc il est bien dé�ni sur 
ms X. D�autre côté, PL
est intégrale si et seulement si l�application linéaire

fPL : �
m�;sX�
 Y � ! K,

dé�ni par fPL nX
i=1

ui 
 y�i

!
=

nX
i=1

hPL (ui) ; y�i i
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3.2. La linéarisation des polynômes m-homogènes intégrales

pour tout ui 2 
m�;sX et y�i 2 Y � ( 1 � i � n), est continu par rapport à la norme injective
sur

�

m�;sX

�

 Y �. Nous avons remarqué que, si

ui =

riX
j=1

x
(i)
j 


(m)
� � � 
 x(i)j ; avec x

(i)
j 2 X

( 1 � j � ri, 1 � i � n) ;

alors �����fPL
 

nX
i=1

ui 
 y�i

!����� =

�����
nX
i=1

*
PL

 
riX
j=1

x
(i)
j 


(m)
� � � 
 x(i)j

!
; y�i

+�����
=

�����
nX
i=1

*
riX
j=1

PL

�
x
(i)
j 


(m)
� � � 
 x(i)j

�
; y�i

+�����
=

�����
nX
i=1

*
riX
j=1

P
�
x
(i)
j

�
; y�i

+�����
=

�����
nX
i=1

riX
j=1

D
P
�
x
(i)
j

�
; y�i

E����� :
Maintenant, en utilisant la dé�nition 3:1:2 pour les suites

�
x
(i)
j

�
j=1;:::;ri
i=1;:::;n

,
�
y�ij
�
j=1;:::;ri
i=1;:::;n

, où

y�ij = y
�
i (j = 1; :::; ri, i = 1; :::; n), on obtient�����fPL
 

nX
i=1

ui 
 y�i

!����� � C sup
x�2BX�







nX
i=1

riX
j=1

h
x�
�
x
(i)
j

�im
y�ij







Y �

= C sup
x�2BX�







nX
i=1

�
x� 


(m)
� � � 
 x�

� riX
j=1

x
(i)
j 


(m)
� � � 
 x(i)j

!
y�i







Y �

� C sup

(�����
nX
i=1

� (ui) g (y
�
i )

����� : � 2 (
m� X)� , k�k � 1, g 2 BY ��
)

= C







nX
i=1

ui 
 y�i







�

:
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3.2. La linéarisation des polynômes m-homogènes intégrales

Inversement, supposons quefPL est continu par rapport à la norme injective sur �
m�;sX�

Y �. Soient n 2 N et toutes les suites (xi)ni=1 � X et (y�i )

n
i=1 � Y � être �xé.On a�����

nX
i=1

hP (xi) ; y�i i
����� =

�����
nX
i=1

fPL ��xi 
 (m)
� � � 
 xi

�

 y�i

������
=

�����fPL
"

nX
i=1

�
xi 


(m)
� � � 
 xi

�

 y�i

#�����
� C sup

x�2BX�
g2B

Y ��

�����
nX
i=1

[x�i (xi)]
m g (y�i )

�����
= C sup

x�2BX�







nX
i=1

[x�i (xi)]
m y�i







Y �

;

où nous avons utilisé la propriété associative du produit tensoriel injectif. Donc, P est

intégrale.

Corollaire 3.2.1 [8] Comme conséquece de proposition 3.1.1 et 3.21.

Le polynôme m-homogène continue P 2 P(mX;Y ) est intégrale si, et seulement si,bP 2 L(mX; Y ) est intégrale.
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Conclusion

Au cours des dernier années la théorie des opérateurs linéaires c�est étude a des contextes

non linéaires contient les applications multilinéaires et les polynômes m-homogènes et les

applications Lipchitz...etc.

Le transfert de propriétés de sommabilité vers les applications non linéaires n�est pas

une procédure évidente comme les théorèmes de dominations de Pietsch/factorisation et les

théorèmes de compacité...(absence de ces théorèmes dans plusieurs classes des applications

non linéaires).

L�un des méthodes qui nous permettant d�obtenu un lien fondamental avec la théorie

linéaire c�est la méthode de linéarisation.

Ici nous avons étudié un exemple des applications non linéaires qui sont les applications

multilinéaires des polynômes m-homogènes G-intégrales c�est-à-dire intégrale au sens de

Grothendieck.
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Résumé 

  Ce travail est traite les polynômes   -homogènes continus, nous 

avons inclus des définitions et des résultats de base, ensuite, nous 

avons étudié les concepts de base des produit tensoriel, pour mettre 

le théorème de la linéarisation des polynômes   -homogènes 

continus, et à la fin de ce travail, nous avons présenté les polynômes 

  -homogènes intégrales et la linéarisation de polynôme 

  -homogène intégrale avec le preuve et quelques résultats. 

Mots clés : application multilinéaire, polynôme   -homogène, 
produit tensoriel, polynôme   -homogène intégrale, linéarisation des 

polynômes   -homogènes intégrales. 
 

 

 ملخص
 أدرجنا البداية في حيث المستمرة، التجانس متعددة الحدود كثيرات العمل هذا يتناول   

 لنظرية تطرقنا خلاله من الذي الموتر جداء لمفهوم تطرقنا ثم الأساسية، النتائج و المفاهيم
 التجانس متعددة الحدود كثيرات بتقديم العمل أنهينا و التجانس، متعددة الحدود كثيرات خطية
 بعض و البرهان مع للمكاملة القابلة التجانس متعددة الحدود كثيرات خطية و  للمكاملة القابلة
.  الأساسية النتائج  

 الموتر، جداء ،التجانس متعددة الحدود كثيرات الخطية، متعدد تطبيق :المفتاحية الكلمات
 القابلة التجانس متعددة الحدود كثيرات خطية ،للمكاملة القابلة التجانس متعددة الحدود كثيرات
 .للمكاملة

 
 

 

Abstract 

  This work deals with continuous   -homogeneous polynomials, we 

have included basic definitions and results, then, we studied the basic 

concepts of tensor product, to put the theorem of linearization of 

continuous  -homogeneous polynomials, and at the end of this work, 

we presented integral   -homogeneous polynomials and linearization 

of integral   -homogeneous polynomials with the proof and some 

results. 

Key words: multilinear application,  -homogeneous polynomial, 

tensor product, integral  -homogeneous polynomial, linearization of 

integral  -homogeneous polynomial. 
 


